第七章 超静定结构

授课学时：6学时
一、内容提要

1、 理解超静定结构中的一些基本概念，即：静定与超静定、超静定次数、多余约束、超静定系统（结构）、基本静定系以及相当系统等。

2、 熟练掌握用力法求解超静定结构。

3、 掌握对称与反对称性质并能熟练应用这些性质求解超静定结构。

4、 了解连续梁的概念以及三弯矩方程。

二、基本内容

1、 超静定系统中的一些基本概念

超静定结构或系统：用静力学平衡方程无法确定全部约束力和内力的结构或结构系统。

静定结构或系统：无多余联系的几何不变的承载结构系统，其全部约束反力与内力都可由静力平衡方程求出的机构或结构系统。

多余约束：在无多余联系的几何不变的静定系统上增加约束或联系。

外超静定：超静定结构的外部约束反力不能全由静力平衡方程求出的情况。

内超静定：超静定结构内部约束(或联系)形成的内力不能单由静力平衡方程求出的情况。

混合超静定结构：对于内、外超静定兼而有之的结构。

基本静定系：解除超静定结构的某些约束后得到静定结构，称为原超静定结构的基本静定系（简称为静定基）。静定基的选择可根据方便来选取，同一问题可以有不同选择。
相当系统：在静定基上加上外载荷以及多余约束力的系统称为静不定问题的相当系统。

超静定次数：超静定结构的所有未知约束反力和内力的总数与结构所能提供的独立的静力平衡方程数之差。

2、力法与正则方程

力法：以多余约束力为基本未知量，将变形或位移表示为未知力的函数，通过变形协调条件作为补充方程求来解未知约束力，这种方法称为力法，又叫柔度法。

应用力法求解超静定问题的步骤：
1）根据问题，确定其是静定还是超静定问题，如为后者，则确定超静定次数。
2）确定哪些约束是多余约束，分析可供选择的基本静定系，并注意利用对称性，反对称性，选定合适的静定系统，在静定系上加上外力和多余约束力，形成相当系统。
3）比较相当系统与原系统，在多余约束处，确定变形协调条件，并列写正则方程（对有
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个多余约束的结构）
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其中FRi表示n个多余约束力，(ij表示FRj＝1引起i处沿FRi方向的位移，(iF表示结构所有已知载荷产生的在i处沿FRi方向的位移。

4）用莫尔积分计算(ij，(iF
在基本系统上的不同多余约束处分别施加单位力（广义力），建立单位载荷系统，作出相应内力图。在基本系统上加上外载荷，作出相应内力图，用图乘法分别求出(ij，(iF。
5）求解正则方程，解出未知多余约束力FRi，作出载荷及多余约束力作用于基本静定系上引起的内力图，供进一步分析用。
3、对称与反对称性质

对称结构：几何尺寸、形状，构件材料及约束条件均对称于某一轴的结构。
当对称结构受力也对称于结构对称轴，则此结构将产生对称变形。若外力反对称于结构对称轴，则结构将产生反对称变形。

    当对称结构上受对称载荷的作用时，在对称截面上，反对称内力为零或已知；当对称结构上作用反对称载荷时，在对称截面上，对称内力为零或已知。当对称结构上作用的载荷不是对称或反对称的，但可把它转化为对称和反对称的两种载荷的叠加，则可求出对称和反对称两种情况的解，叠加后即为原载荷作用下的解。

4、连续梁与三弯矩方程

1）、连续梁及其超静定次数：一简支梁，在其两支座中间增加若干个辊轴铰支座形成的超静定结构，称为连续梁。中间支座的个数即其超静定次数。

2）连续梁的静定系与相当系统：将支座上方梁切开改为铰链连结，每一跨都是一个简支梁，即为连续梁的一种静定系。在静定系上加上外载荷，在中间支座上方铰链处加上一对大小相等、方向相反的力偶矩M1，M2，...，Mm（设有个m中间支座），以多余未知力M1，M2，...，Mm为基本未知量。
3）变形协调条件与三弯矩方程：比较相当系与原系统，中间支座上方梁的两侧截面相对转角为零（原系统是连续的，在支座处不会折断）。据此写出正则方程，即三弯矩方程。
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其中Mn为第n个中间支座处的弯矩，ln为第n个中间支座左段梁的跨度，(n为跨度ln对应的弯矩图的面积，an表示外载荷单独作用下，跨度ln内弯矩图面积(n的形心到左端的距离，bn+1表示外载荷单独作用下，跨度ln+1内弯矩图面积(n+1的形心到右端的距离。

4）求出由m个中间支座组成的连续梁的联立方程组，解出多余约束力Mn（n=1,2,…m）。最后，问题化为基本静定系的求解。

三、典型例题分析

1、 抗弯刚度为EI的梁AB的支承及受力情况如图（a）所示，试求约束反力。
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解：图（a）所示结构是关于梁中点对称的结构，结构上的载荷既非对称又非反对称，但我们可将其分解成对称和反对称两种载荷的叠加。我们先来研究对称载荷的情况。将图示梁沿对称截面E切开，对于平面问题，对称截面上将有三对内力。由于对称载荷只有对称内力，则作为反对称的剪力为零。其次，在没有水平方向载荷的情况下，由于梁的弯曲变形很微小，横截面的水平位移为二阶微量，可以忽略，因此，水平方向的约束反力也可忽略不计，于是约束反力仅有一对，即力偶FR1（图（b））。注意到对称截面的转角为零，研究其中一半，正则方程可写成
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式中，(1F是由于F引起的E截面的转角；(11为FR1=1时引起的E截面的转角，由图（b）不难得到
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将(1F和(11代入正则方程（1）中，可得
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由此求得图（b）中A点的约束反力
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同理可得B点得约束反力


[image: image11.wmf]4

3

)

(

'

'

Fa

M

F

F

B

B

=

­

=


其次，再研究反对称载荷。沿结构得对称截面E切开，截面只有反对称内力，即剪力FR1（图（c））。注意到，对称截面得垂直位移为零，研究其中一半结构，其正则方程同（1）式，由图（c）可得
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将(1F和(11代入正则方程（1）中，可得

[image: image13.wmf]16

5

1

F

F

R

=


由此求得图（c）中A点和B点的约束反力
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由叠加法可知，结构A端和B端得约束分别为
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2、求解图（a）所示连续梁。

解：支座编号如图所示。l1=6m，l2=5m，l3=4m。基本静定系得每个跨度皆为简支梁，这些简支梁在外载荷作用下得弯矩图如图（c）所示。由此求得
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同时可求得以上弯矩图面积得形心得位置
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梁在左端有外伸部分，支座0上梁截面得弯矩显然是
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对跨度l1和跨度l2写出三弯矩方程。这时n=1，Mn-1=M0=-4kN(m，Mn=M1，Mn+1=M2，ln=l1=6m，ln+1=l2=5m，an=a1=8/3m，bn+1=b2=5/2m。代入三弯矩方程，得
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再对跨度l2和跨度l3写出三弯矩方程。这时n=2，Mn-1=M1，Mn=M2，Mn+1=M3＝0，ln=l2=5m，ln+1=l3=4m，an=a2=5/2m，bn+1=b3=5/3m。代入三弯矩方程，得
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整理上面得两个三弯矩方程，得
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解以上联立方程组，得出
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求得M1和M2以后，连续梁三个跨度得受力情况如图（b）所示。可以把它们看作是三个静定梁，而且载荷和端载荷都是已知得。对每一跨都可以求出反力并作剪力图和弯矩图，把这些图联接起来就是连续梁得剪力图和弯矩图。进一步可以进行强度和变形计算。
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