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第十一章  动量定理 

对于质点系，可以逐个质点列出其动力学基本方程，但是很难联立求解。 
动量、动量矩和动能定理从不同的侧面揭示了质点和质点系总体的运动变化与其受力

之间的关系，可用以求解质点系动力学问题。动量、动量矩和动能定理统称为动力学普遍

定理。本章将阐明及应用动量定理。 

11-1  动量与冲量 

1．动量（Momentum） 
物体运动的强弱，不仅与它的速度有关，而且还与它的质量有关，例如一颗高速飞行

的子弹，虽然它的质量很小，但是却具有很大的冲击力，当遇到障碍时，足以穿入甚至穿

透该障碍，轮船靠岸时速度虽小，但质量很大，如稍有疏忽，就会撞坏般坞。因此，我们

用质点的质量与速度的乘积来表征质点的机械运动量，称为质点的动量（Momentum of a 
particle）。质点的动量是一个矢量，它的方向与质点速度的方向一致，记为 mv。 

动量的单位：在法定计算单位中是千克·米/秒（kg·m/s）。 
质点系内各质点动量的矢量和称为质点系的动量（Momentum of system of particles），

记为 p，即 

∑= vp m                                    （11-1） 

将式（11-1）投影到固定直角坐标轴上，可得 
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式中  px，py，pz 分别表示质点系的动量在坐标轴 x，y 和 z 轴上的投影。 
    例 11-1  质量均为 m 的物块 A 和 B，由不可伸长的软绳通过轮 C 连接，轮 C 的质量

不计，物块 A 速度为 v ，如图 11-1 所示。求此系统的动量。 
解  把物块 A、B 分别视为质点，其速度 vvv BA == ，系统的动量在 x、y 轴上的投影

分别为 
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其方向可由方向余弦来确定 

)cos1(2
sinsin,

)cos1(2
cos1cos

θ
θβ

θ
θα

+
−==

+

+
−==

p
p

p
p yx  

应注意，质点的动量是其质量和它运动的绝对速度的乘积，质点系的动量为系内各质

点动量的矢量和，因此，可能存在质点的动量大于质点系的动量，甚至系内的质点具有动

量，而质点系的动量等于零。 
质点系的运动不仅与作用在质点系上的力与有关，而且与质量的大小及其分布情况有

关。质心（Center of mass）就是对质点系质量分布特征的一种描述。设一质点系由 n 个质

点组成，其中任一质点的质量为 mi，相对直角坐标系 Oxyz 坐标原由点的矢径为 ir ，则质心

C 的位置矢 Cr 由下式确定 
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式中  ∑= imM 为质点系总质量。质心在直角坐标系中的坐标可表示为 

mx my m z
x y z

M M MC C C= = =∑ ∑ ∑           （11-4） 

    质点的位置反映了质点系各质点的分布情况。若质点系在地球附近受重力作用，则质

点 mi 的重量为 mi g，质点系总重量为 Mg。只要对质心坐标公式的分子分母同乘以 g，即得

到静力学中的重心坐标公式。可见，在重力场中，质心与重心相重合，但应注意，重心只

在地球表面附近才有意义，而质心在宇宙间依然存在。 
    当质点系运动时，它的质心也随着运动。质心运动的速度 
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于是，得                 Cm Mv v=∑  

所以                   CMp v=                                         （11-5） 

即质点系的动量等于系统的质量与质心速度的乘积。 
对于质量均匀分布的规划刚体，质心也就是几何中心，用式（11-5）计算刚体的动量
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是非常方便的。例如，长为 l，质量为 m 的均质细杆，在平面内绕 O 轴转动，角速度为ω，

如图 11-2a 所示。细杆质心的速度为
1
2C lv ω= ，则细杆的动量为

1
2

mlω，方向与 Cv 方向

相同。又如图 11-2b 所示的均质滚轮，质量为 m，质心速度为 Ov ，则其动量为 Omv 。而如

图 11-2c 所示的绕中心转动的匀质轮，无论有多大的角速度和质量，由于其质心的速度为零，

其动量总是零。 

2．冲量（Impulse） 
冲量是表示作用于物体的力在一段时间内对物体作用效果的累积。推动小车时，用较

大的力可在较短时间内达到一定的速度；要是用较小的力，但作用时间长一些，也可达到

同样的速度。因此，物体运动状态的改变，不仅与作用于物体上的力的大小和方向有关，

而且与力作用的时间的长短有关。为了度量力在一段时间内的作用效果，我们把力与其作

用时间的乘积称为该力的冲量，用 I 表示。冲量是一个矢量，它的方向与力的方向一致。

在法定计量单位中，冲量的单位是牛顿·秒（N·s）。 

当力 F 是常矢量时，冲量          tI F=  
当力 F 是变矢量时，在 dt 时间内，力 F 可以似近地认为不变，因而力 F 在 dt 时间内

的冲量（称为元冲量）为 

d dtI F=  
设力的作用时间是由 t1到 t2，则力F 在时间（t2- t1）内的冲量 I ，应等于在这段时间

内元冲量的矢量和。即 
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tI F= ∫                            （11-6） 

将式（11-6）投影到固定直角坐标轴上，得到冲量 I 在三个直角坐标轴上的投影为 
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设作用在一质点的 n 个力 1 2, , , nF F F ，它们的合力为 RF ，合力 RF 在时间（t2- t1）
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内的冲量 I ，则 
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即          ∑= II                                                    （11-8） 

式（11-8）说明，合力的冲量等于各分力冲量的矢量和。 
    同样，可将式（11-8）向直角坐标轴投影而得投影式。 

11-2  动量定理 

    1．质点的动量定理（Theorems of momentum of a particle） 
设有一质点 M，质量为 m，速度为 v，加速度为 a，作用

在质点 M 上的合力为 F，如图 11-3 所示。由动力学基本方程

有 
Fa =m  

或                      

         
d
d

m
t
v F=                （11-9） 

即质点动量对时间的导数等于作用在该质点上的合力。这就是微分形式的质点动量定理。 
    将式（11-9）改写为 

( )d dm tv F= ⋅  

然后将上式两边积分，时间从 t1 到 t2，速度 v 从 v1 到 v2，得 
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即质点的动量在任一时间内的改变，等于作用在该质点上的合力在同一时间内的冲量，这

就是积分形式的质点动量定理，也称质点冲量定理（Theorems of impulse of a particle）。 
将式（11-10）投影到直角坐标轴上，可得到质点动量定理的投影式 
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即在任一时间内，质点的动量在任一轴上投影的改变，等于作用在该质点上的合力的冲量
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的同一轴上的投影。 
    2．质点系的动量定理（Theorems of momentum of system of particles） 

对于 n 个质点组成的质点系，系内每一个质点都可以写出类似于式（11-9）的方程 
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式中，
eF ，

iF 分别表示作用于质点上的外力和内力，将这 n 个方程相加得 
d ( )
d

e im
t
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交换求和、求导次序得 
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式中 mv∑ 为质点系的动量，注意 0iF =∑ ，所以上式成为 

d
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p F F= =∑                          （11-12） 

即质点系的动量对时间的变化率，等于作用在质点系上所有外力的矢量和（外力系的主矢），

这就是质点系动量定理的微分形式。将式（11-12）投影到直角坐标轴上，可得 
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式（11-13）表明质点系的动量在任一轴上的投影对时间的导数，等于作用于质点系的外力

在同一轴上投影的代数和。 
式（11-12）也可写成 

dtFdp e∑=  

将上式两边对应积分，时间从 t1 到 t2，动量从 p1到 p2，得 

2

1
2 1 d

t e e

t
tp p F I− = =∑ ∑∫                   （11-14） 

式中 eI 表示力
eF 在时间（t2-t1）内的冲量。式（11-14）表示质点系动量在任一时间内的

改变，等于作用在该质点系所有外力在同一时间内冲量的矢量和，这就是积分形式的质点

系动量定理，也称为质点系的冲量定理。 
将式（11-14）投影到直角坐标轴上，得 
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由此可见，系统动量的改变与内力无关。内力可以改变质点系中单个质点的动量，却不能

改变系统的总动量。 
    3．动量守恒定理 

如果作用于质点系的外力主矢等于零，则质点系的动量保持不变，即 
== 21 pp 常矢量 

如果作用于质点系的外力主矢在某一坐标轴上的投影恒等于零，如∑ = 0e
xF ，则质点

系的动量在这个坐标轴上投影保持不变，即 
== xx pp 21 恒量 

以上结果称为质点系动量守恒定理（Theorems of conservation of momentum of system 
particles）。 
    4．举例 

例 11-2  在水平面上有物体 A 与 B，mA = 2kg，mB = 1kg，今 A 以某一速度运动而撞击

原来静止的 B 块，如图 11-4 所示。撞击后，A 与 B 一起向前运动，历时 2s 而停止。设 A、

B 与平面的摩擦因数
4
1

=sf ，求撞击前 A 的速度，以及撞击时 A、B 相互作用的冲量。 

解  （1）运动分析：A 与 B 均作直

线运动，设撞击前 A 的速度为 vO，从撞击

开始到停止运动的 2s 内，A 的速度从 vO

到 0；而 B 开始是静止的，最后仍处于静

止。 
（2）应用质点的动量定理求解：从

撞击开始到停止运动这过程中，在水平方向上，A 上有两个冲量作用：一个是 B 对它的撞

击冲量，设其大小为 I，一个是平面对 A 块作用的动滑动摩擦力的冲量，其大小为 FA t，其

中 A s N A s AF f F f m g= = 。这两个冲量的方向都与运动方向相反，取 x 轴的水平指向与运

动方向相同，于是根据动量定理，有 
tFIvm AA −−=− 00                               （1） 

B 块起始是静止，结束时也是静止，所以它的动量变化为零。在这个过程中，作用于 B
上水平方向的冲量也有两个：一个是 A 对 B 撞击时作用的冲量，它与 B 作用于 A 上的撞击

量是互为作用与反作用，大小相等而方向相反；另一个是滑动摩擦力的冲量，大小为 tFB ⋅

而 B s N B s BF f F f m g= = ，方向与运动方向相反。于是有 

v0

A A B B 
x

图  11-4 
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tFI B ⋅−=0                                 （2） 

联解式（1）与式（2）得 
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    例 11-3  电动机的外壳固定在水平基础上，定子质量为 1m ，转子质量为 2m ，如图 11-5

所示。设定子的质心位于转轴的中心 O1，但由于制造误差，转子的质 O2 到 O1 的距离 e。
已知转子匀角速度为ω转动，求基础的支反力。 
    解  用质点系动量定理求解。 

（1）取电机外壳与转子组成质点系。 

（2）受力分析：外力有重力 1m g 、 2m g ，基础的反力

xF 、 yF 和反力偶 M0。 

（3）运动分析：机壳不动，质点系的动量就是转子的

动量，其大小为 
emp ω2=  

方向如图所示。设 0=t 时，O1O2 铅垂，有 tωϕ = 。由动量

定理的投影式得 

d
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x

p F
t
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1 2

d
d
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p
F m g m g

t
= − −  

而                   temptemp yx ωωωω sin,cos 21 ==  

代入上式，解出基础反力 

temgmmFtemF yx ωωωω cos)(,sin 2
21

2
2 ++=−=  

电机不转时，基础只有向的反力 gmm )( 21 + ，称为静反力（Static reaction）；电机转动时的

基础反力可称为动反力（Dynamic reaction）。动反力与静反力的差值是由于系统运动而产生

的，可称为附加动反力（Complementary dynamic reaction）。 
    例 11-4  物块 A 可沿光滑水平面自由滑动，其质量为 Am ，小球 B 的质量为 Bm ，以细

杆与物块铰接，如图 11-6 所示。设杆长为 l，质量不计，初始时系统静止，并有初始摆动

角 0ϕ ；释放后，细杆近似以 tkcos0ϕϕ = 规律摆动（k 为已知常量），求物块 A 的最大速度。 
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图  11-5 
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解  （1）取物块 A 和小球 B 为研究对象。 

（2）受力分析：系统只受重力作用，所以有 0≡∑ e
xF ，则动量在水平方向守恒。 

（3）运动分析：细杆角速度为 tkk sin0ϕϕω −=′= ，当 1sin =tk 时，其绝对值为最大，

此时应有 0cos =tk ，即 0=ϕ 。由此，当细杆铅垂时小球

相对于物块有最大的水平速度，其值为 
lklvr 0max ϕω ==  

当此速度 rv 向左时，物块应有向右的绝对速度，设为

v ，而小球向左的绝对速度值为 a rv v v= − 。 

（4）由动量守恒定理，得 
0)( =−− vvmvm rBA  

所以                
BA

B

BA

rB

mm
lmk

mm
vm

v
+

=
+

= 0ϕ  

    当 1sin −=tk 时，也有 0=ϕ ，此时小球相对物体向右的最大速度 lk 0ϕ ，可求得物块有

向左的最大速度
BA

B

mm
lmk

+
0ϕ 。 

11-3  质心运动定理 

    1．质心运动定理 
质点系运动不仅与所受的力有关，而且与质点系的质量分布情况有关，而质量分布的

特征之一可用质量中心来描述。因此有必要来研究质心的运动规律，为此，只须把式（11-5）

确定的质点系动量表达式 CMp v= 代入质点系动量定理的表达式（11-12）可得 

d ( )
d

e e
C RM

t
v F F= =∑  

引入质心加速度 d
d

C
C t

va = ，则上式改写成 

e e
C RM a F F= =∑                       （11-16） 

即，质点系的总质量与其质心加速度的乘积，等于作用于该质点系上所有外力的矢量和，

这就是质心运动定理（Theorems of motion of center of mass）。把式（11-16）和牛顿第二定

律有表达式ma F= 相比较，可见质点系的质心的运动与一个质点的运动相同。即设想质

心具有质点系的总质量，而外力主矢也作用在质心上。 
将式（11-16）投影到直角坐标轴上，得 
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图  11-6 
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e e
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C y R y

e e
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⎪′′ = = ⎪⎭

∑
∑
∑

                        （11-17） 

2．质心运动守恒定理 
（1）现在讨论质心运动守恒的情形 

    1）如果 0eF =∑ ，由式（11-16）可知 0Ca = ，从而有 Cv =常矢量。即，如果作用

于质点系的所有外力的矢量和（主矢）始终等于零，则质心保持静止或匀速直线运动。也

就是在这样的系统中，每一质点的运动可能很复杂，其速度的大小和方向都可能随时改变，

但质心却作惯性运动。 

2）如果 0=∑ e
xF ，由式（11-17）可知 0Cx′′ = ，从而有 C C xx v′ = =常量。即，作用于

质点系的所有外力在某固定轴上的投影的代数和等于零，则质心速度在该轴上投影是常量。 
如果初瞬时质心的速度在该固定轴上的投影也等于零，即 

0 0C tx =′ = ，   则 0=′x ，   即 0C C tx x == =常量  

可见，如果系统中有一部分质量沿 x 轴运动，则必定引起其它部分质量向相反方向运动，

使整个系统的质心坐标 Cx 保持不变。 

以上两种情况说明了质心守恒的条件，称为质心运动守恒定理（Theorems of 
conservation of motion of center of mass）。 

以 C0x 表示质心 C 在 t = 0 时的坐标，则 

0
0

j j
C

m x
x

M
= ∑  

用 Cx 表示质心 C 在任意瞬时 t 的坐标，则 

j j
C

m x
x

M
= ∑  

因为  0C Cx x= ，所以 

∑∑ =− 00jjjj xmxm  

即   

0)( 0 =−∑ jjj xxm  
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令 0jjj xxx −=Δ ，表示质点的坐标 jx 的绝对改变量。于是得到 

0)( =Δ∑ jj xm                             （11-18） 

此式称为质心守恒定理的位移形式。 
（2）根据质心运动定理可知，质心的运动仅取决于外力的主矢量，而与质点系的内力

无关，内力仅能影响各个质点的运动。下面举几个常见的实例加以说明。 
1）站在光滑水平面上的人，只能向上跳起，而不可能前后或左右运动。如果向后抛物

体，人就会前运动，这是由于人受到物体对人的反作用力，使人的质心产生向前的加速度。 
2）汽车开动时，汽缸内的燃气压力对汽车整体来说是内力，仅靠它是不能使汽车前进，

只能是当燃气推动活塞，通过传动机构带动主动轮转动，地面对主动轮作用了向前的摩擦

力，而且这个摩擦力大于总的阻力时，汽车才能前进。在下雪天汽车开动时有打滑现象，

正是由于摩擦力很小的缘故。 
例 11-5  如图 11-7 所示，在静止的小船上，一人自船头走到船尾，设人质量为 m2，

船的质量为 m1，船长 l，水的阻力不计，求船的位移。 
解  （1）取人与船组成质点系为研究对象。 
（2）受力分析：因不计水的阻力，故外力在水平轴上的投影等于零。因此质心在水平

轴上的坐标保持不变。取坐标轴如图所示。

在人走动前，质心坐标为 

2 1
1

2 1
C

m a m bx
m m

+
=

+
 

人走到船尾时，船移动的距离为 s，则质点

的坐标为 

2 1
2

2 1

( ) ( )
C

m a l s m b sx
m m

− + + +
=

+
 

由于质心在 x 轴上的坐标不变，即

1 2C Cx x= ，解得 

                 
21

2

mm
lm

s
+

=  

    例 11-6  质量为 30kg 的小车 B 上有一质量为 20kg 的重物 A。已知小车上有一 120N
的水平力作用使系统由静止开始运动，在 2s 内小车移过 5m，不计轨道阻力，试计算 A 在

B 上移过的距离。 
    解  以重物 A 和小车 B 为研究对象，系统除受重力和地面的约束力外，小车受水平拉

力 F 作用。 
    设开始时，物块与小车的重心之间距离为 b，则系统重心 C 到小车重心 B 的水平距离

l 

m1g
m2g

m1g m2g

s
b

a

x

y

图  11-7
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为 b1，有 
( )11 bbPbP AB −=⋅  

得 

    bb
PP

P
b

BA

B

5
2

1 =
+

=  

（2）由于水平力 F 的作用，根据质

心运动定理，有 

( )
2120 2 4m

20 30

A B C

C
A B

m m a F
Fa . / s

m m

+ =

= = =
+ +

 
由此，质心作匀加速直线运动，其移动过的距离 S 为 

2 21 1 2 4 2 4 8m
2 2CS a t . .= = × × =  

（3）由于小车移过 5m，故重物 A 在小车上必有相对滑动，设其滑动量为 x，则在 t =2s
时，物块 A 重心与小车 B 的重心间距离为（b-x），而系统重心与小车 B 重心间距离为

( )xbb −=
5
2

2 ，如图 11-8 所示，有 

1 25b S b+ = +  

即                      ( )xbb −+=+
5
258.4

5
2

 

解之得                  0 5mx .=  
    例 11-7  如图 11-9 所示，设例 11-3 中的电动机没用螺栓固定，各处摩擦不计，初始

时电动机静止，求转子以匀角速度ω转动时电

动机外壳的运动。 
解  （1）受力分析：电机受重力作用和

法向反力作用∑ = 0e
xF ，且初始为静止所以

有 Cx 保持不变。 

（2）设转子静止时
1Cx a= ，当转子转过

角度ϕ时，定子应向左移动，设移动距离为 s，

则质心坐标为 

b-xb

b1 s

5m

A
PA 

PA

PB PB

F FB C’ CB

A 

图  11-8

a

s

O2 
e

m2g
m1g

O1

FN 

x

y

图  11-9
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21

21
2 mm

)ssinea(m)sa(m
x

+
−++−

=
ϕ

C  

因为在水平方向质心守恒，所以有
21 CC xx = ，解得 

ϕsin
21

2 e
mm

m
s

+
=  

由此可见，当转子偏心的电动机未用螺栓固定时，将在水平面上作往复运动。 
顺便指出，支承面的法向反力的最小值由例 11-3 求得 

为 

2
221min )( ωemgmmFy −+=  

当 g
em
mm

2

21 +>ω 时，有 0min <yF ，如果电动机未用螺栓固定，将会离地跳起来。 

综合以上各例可知，应用质心运动定理解题的步骤如下： 
（1）分析质点系所受的全部外力，包括主动力和约束力。 
（2）根据外力情况确定质心运动是否守恒。 
（3）如果外力主矢等于零，且初始时质点系为静止，则质心坐标保持不变。计算在两

个时刻质心的坐标（用各质点坐标表示），令其相等，即可求得所要求的质点位移。 
（4）如果外力主矢不等于零，计算质心坐标，求质心的加速度，然后应用质心运动定

理求未知力。若质点系上作用的未知力在某一方向有两个以上，则应用质心运动定理只能

求出它们在这一方向投影的代数和。 
（5）在已知外力条件下，欲求质心的运动规律，与求质点的运动规律相同。 

 


