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第十四章  达朗伯原理 

§14-1  质点的达朗伯原理 
达朗伯原理（D/ Alembert’s principle）是非自由质点系动力学的基本原理，通过引

入惯性力（Inertial force, Reversed effective force），建立虚平衡状态，可把动力学问题

在形式上转化为静力学平衡问题而求解。这种求解动力学问题的普遍方法，称为动静

法（Method of kineto-statics）。动静法在工程技术中有广泛地应用。 
1．质点的达朗伯原理 
设质量为 m 的非自由质点 M，在主动力 F 和约束反力 FN 的作用下，作曲线运动

如图 14-1 所示。在图示瞬时，质点 M 的加速度为 a，则质点 M
的动力学基本方程为 

Nm FFa +=  

上式移项，得    F + FN  +（ am− ）= 0 
令                  FI  = am−             （14-1） 
显然，FI 具有力的量纲，称为质点 M 的惯性力。 
则有             F + FN + FI =0            （14-2） 

现在，我们从静力学的角度来考察式（14-2）的矢量式所表达的力学意义。若将

F，FN 和 FI 视为汇交于一点的力系，则式（14-2）恰恰就是这个汇交力系的平衡条件。

事实上，质点 M 只作用有主动力 F 和约束反力 FN ，并没有

受到惯性力 FI 的作用。因而我们构造一个与式（14-2）相对

应的质点 M 的平衡状态，很简单，只要将惯性力 FI 人为地

施加于质点 M 上就可以了（见图 14-2）。习惯上称为在质点

M 上虚加惯性力。这样一来，一个虚拟的质点平衡状态（见

图 14-2）便与力学的平衡条件式（14-2）一一对应起来，我

们便可对虚拟的平衡状态，采用静力学列平衡方程的方法来

建立动力学方程。式（14-2）只是质点动力学基本方程的移

项而已，并未改变它的动力学本质。 
综上所述，可得质点的达朗伯原理：质点在运动的每一瞬时，作用于质点上的主

动力、约束反力和该质点的惯性力组成一个平衡力系。 
实质上，达朗伯原理对质点的动力学基本方程重新赋予了静力学虚拟平衡的结

论。这就提供了在质点虚加惯性力，采用静力学平衡方程的形式来求解动力学问题的

方法，称为质点的动静法（Method of kineto-statics of a particle）。 
必须指出，惯性力是人为地虚加在运动的质点上，是为了应用静力学的方法而达

到求解动力学的目的所采取的一种手段，质点的平衡状态是虚拟的。千万不可认为惯

性力就作用在运动的物体上，甚至错误地把惯性力视为主动力去解释一些工程实际问

题。 
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2．惯性力的概念 
在达朗伯原理中，惯性力无疑是一个关键。下面我们对惯性力的概念作进一步地

阐述。 
质量均为 m 的物块 A 和 B，置于光滑的水平面上，受水平力 P 作用（见图 14-3

（a））所获得加速度为 a，根据质点的动力学基本方程，可得物块 B 所受到的作用力

F = ma（见图 14-3（c））。根据作用与反作用定律，物块 A 必受到 B 块的反作用力 F ′，
并且 F ′= aF m−=− 。注意到式（14-1），则 FI  = F ′。 

可见，物块 B 的惯性力，就是获得加速度的物块 B 而给予施力体（A 块）的反作

用力。物块 B 的质量愈大，其惯性愈大，则给施力体的反作用也愈大。因此称此反作

用力为物块 B 的惯性力。显然，物块 B 的惯性力并不作用在物块 B 上，但它却是一个

真实的力。 
总之，质点的惯性力是：当质点受力作用而产生加速度时，由于其惯性而对施力

体的作用力。质点惯性力的大小等于质点的质量与加速度的乘积、方向与加速度方向

相反。 

当质点作曲线运动时，若将质点的加速度分解为切向加速度 τa 和法向加速度 na ，

则质点的惯性力 FI 也分解为切向惯性为 τIF （Tangential component of inertia force）和

法向惯性力 nIF （Normal component of inertia force），即 

nnII mm aFaF −=−= ,ττ                   （14-3） 

由于法向加速度总是沿主法线指向曲率中心，所以 nIF 的方向总是背离曲率中心，称

为离心惯性力（Centrifugal inertia force），简称为离心力。 
例 14-1  图 14-4 所示圆锥摆中，质量为 m 的小球 A，系于长为 l 的无重细绳上，

在水平面内作匀速圆周运动（绳与铅垂线夹角 α 保持不变）。试求小球 A 的速度和绳

的拉力。 

P 
A 

a B 

（a）

B 

FNB 

F 

a 
mg 

（c） 

A
P

FNA

mg
a

题

h 

图  14-3



 3

解  以小球 A 为研究对象。在任一位置时，小球受力有重力 mg 和绳的拉力 F。

由题意知，小球作匀速圆周运动，切向加速度 0=τa ，法向加速度
αsin

2

l
van = ，于是，

小球 A 的惯性力的大小为 

αsin

2

l
vmamFF nnII ===  

将 FI 虚加在小球 A 上，根据达朗伯原理，小球则处于虚平衡状态，由平衡方程 

∑ =−= 0cos0 mgFFy α  

得            F = αcos/mg  

∑ =−= 0sin0 Ix FFF α  

即                         

0
sin

sin
cos

2

=−
α

α
α l

vmmg
 

故            αα tansinlgv =  

 
§14-2  质点系的达朗伯原理 

现将质点的达朗伯原理推广并应用于质点系。设由 n 个质点组成的非自由质点系，

其中任一质点 Mi 的质量为 mi，作用有主动力 Fi，约束反力 iNF 。某瞬时质点的加速

度为 ai，则质点的惯性力为 iIF = iim a− ，根据达朗伯原理，对于质点 Mi，虚加上惯

性力 iIF ，该质点必处于虚平衡状态。则 

( )niiIiNi ,,2,10 ==++ FFF              （14-4） 

此式表明，在质点系运动的任一瞬时，作用于每一质点上的主动力，约束反力和

该质点的惯性力都组成一个平衡力系，这就是质点系的达朗伯原理。 
由于每个质点在主动力，约束反力和惯性力作用下都处于虚平衡状态，因而整个

质点系也必处于虚平衡状态。根据空间一般力系的平衡条件，作用于质点系的力系的

主矢和对任一点的主矩都等于零，即 

( ) ( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=++

=++

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

0

0

IONOO

IN

FMFMFM

FFF
          （14-5） 
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作用于质点系上的力可分为内力和外力，式（14-5）可写为 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=++

=++

∑ ∑ ∑
∑∑∑

0

0

IO
i

O
e

O

I
ie

FMFMFM

FFF
          （14-6） 

其中， ( )∑ eF 、 ( )∑ iF 分别表示作用于质点系的外力和内力的矢量和；
( )( )∑ e

O FM 、

( )( )∑ i
O FM 分别表示作用于质点系的外力和内力对任一点矩的矢量和。由于质点系

的内力是成对出现的，且等值、反向、共线，所以内力的主矢和对任一点的主矩恒等

于零，即 

( ) 0=∑ iF ，
( )( ) 0=∑ i

O FM  

于是，式（14-6）写成： 

( )

( )( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=+

=+

∑ ∑
∑∑

0

0

IO
e

O

I
e

FMFM

FF
                    （14-7） 

因此，质点系的达朗伯原理也可陈述为：在质点系运动的任一瞬时，作用于质点

系上的外力系和各质点的惯性力系组成一个平衡力系，即它们的主矢和对任一点的主

矩矢量和都等于零。 
在质点系的每一个质点上虚加惯性力，该质点系则处于虚平衡状态，就可应用平

衡方程的形式来求解质点系动力学问题，称为质点系的动静法。 
例 14-2  如图 14-5 所示，滑轮的半径为 r，质量 m 均匀分布在轮缘上，可绕水

平轴转动。轮缘上跨过的软绳的两端各挂质量为 m1 和 m2 的重物，且 m1>m2。绳的重

量不计，绳与滑轮之间无相对滑动，轴承摩擦忽略不计，求重物的加速度。 
解（1）取系统为对象。 
（2）受力分析：外力有 mg，m1g，m2g，FN。 
（3）运动分析：因 m1>m2，m1 块有 a，当绳与轮之间

无相对滑动时， aa =τ ；轮缘上 mi 点惯性力的大小为 
2
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（4）列虚平衡方程 ( ) 0=∑ FOM 得 

( ) ∑ =−−−− 02211 rFrgmFFgm iIII τ  

或          

O 

mi

a

FI1

FI ni FN 

FI τi 

mg 

a

m2g 

FI2 
m1

图   14-5 



 5

( ) ∑ =−−−− 02211 armrgmamamgm i  

因为                   ∑ ∑ == armmararm ii  

解得                      g
mmm

mm
a

++
−

=
21

21  

例 14-3  均质细直杆 AB 重 P，长为 l，其 A 端铰接在铅垂轴上，并以匀角速度ω
绕轴转动如图 14-6 所示。当杆 AB 与轴的夹角θ 为常量时，求ω 和θ 的关系。 

解 （1）取杆 AB 为对象。 
（2）受力分析：外力有 P，FAx，FAz。 
（3）运动分析：虚加惯性力。 

在 λ 处取 λd ，其质量 θλωλθλωλ sindd,sin,dd 22

lg
PFa

lg
Pm I

n
i ===  

θωλλθω sin
2

dsind 2
0

2

l
g

P
gl

PFF
l

l IIR =⋅
⋅

== ∫∫        （a） 

设合力作用线与 AB 杆的交点为 D 并且 AD = b，根据合力矩定理，有 

∫=
l IIR FbF θλθ cosdcos                 （b） 

而            θθωθλλθωθλ cossin
3

cosdsincosd 322
0

2

⋅==∫ ∫ l
gl

P
gl

PF
l

l
I     （c） 

将式（a），（c）代入式（b），则得 lb
3
2

=  

    （4）由达朗伯原理，杆 AB 的虚平衡方程有 

( )∑ =−= 0sin
2

cos
3
20 θθ lPlFM IRA F  

即                     0sin
2

cos
3
2sin

2
2 =−⋅ θθθω lPll

g
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或                           01cos
3
2sin 2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−θωθ

g
l

 

于是可得 0sin =θ 或 22
3cos
ω

θ
l

g
=  

显然，θ = 0 与题设不符，可舍去不计。 
 

§14-3  刚体惯性力系的简化 
应用质点系动静法时，需要在每个质点上虚加惯性力，组成惯性力系。如果质点

的数目有限，逐点加惯性力是可行的。对于刚体，它可看作无穷多个质点的集合，不

可能逐个质点去加惯性力。于是，我们利用静力学中力系简化的方法先将刚体惯性力

系加以简化，用简化的结果来等效地代替原来的惯性力系，解题时就方便多了。 
下面分别对刚体作平动，绕定轴转动和平面运动时的惯性力系进行简化。 
1．刚体作平动 
刚体平动时，各点具有相同的加速度 Ci aa = ，因而其惯性力系是一同向平行力系，

与重力系类似。这个力系简化为过质心的合力 ∑∑ −=−= iCCiIR mm aaF ，即 

CaF MIR −=                       （14-8） 

于是得结论：平动刚体的惯性力系可以简化为通过质心的合力，其大小等于刚体的质

量与质心加速度的乘积，合力的方向与加速度方向相反。 
2．刚体的定轴转动 
在此仅研究刚体具有质量对称面且转轴垂直于此对称面的情况。当刚体转动时，

平行于转轴的任一直线作平

动，此直线上的惯性力系可

合成为过对称点的一个合

力。因而，刚体的惯性力系

可先简化为该质量对称面内

的一个平面惯性力系。我们

再将此平面惯性力系向转轴

（z 轴）与对称面的交点 O

简化，惯性力系的主矢仍为 CIR MaF −= ，具体解题时，也可将 IRF 分解为 τ
IRF 和 n

IRF ，

则 

τ
τ

CIRCn
n

IR MM aFaF −=−= ,                     （14-9） 

惯性力 iIF 也可以分解为相应的两个分量 τ
iIF 和 n

iIF ，如图 14-7(a)所示，其大小分

MIO

α ω 

aC τ 
aC C 

FIR O 
aC n 

图   14-7 
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别为 ατ
iiiI rm=F ， 2ωii

n
iI rm=F 方向如图示。于是， 

惯性力系对点 O 的主矩 

( ) ( ) ( )
( ) ( )αα

τ

∑∑
∑ ∑ ∑

−=−=

+==
2

iiiii

n
iIOiIOiIOOI

rmrrm

MMMM FFF
 

即：                         αzIO JM −=                         （14-10） 

式中，Jz 是刚体对转轴的转动惯量，负号表示主矩 MI O 与 α 的转向相反。可见，

具有质量对称面垂直轴转的定轴转动刚体，惯性力系向转轴简化为一个力和一个力偶，

该力的大小等于刚体的质量与质心加速度的乘积，方向与质心加速度方向相反，作用

线通过转轴；该力偶矩等于刚体对转轴的转动惯量与角加速度之积，转向与角加速度

转向相反。如图 14-7(b)所示。 
在工程实际中，经常遇到几种特殊情况： 
（1）转轴通过刚体质心。此时 aC = 0，可知 FIR = 0。则刚体的惯性力系简化为一

惯性力偶，其矩 αzIC JM = ，转向与α 转向相反。 

（2）刚体匀速转动，此时α = 0，可知 MIO = 0，则刚体的惯性力系简化为作用在

点 O 的一个惯性力 FI n，且
2ωCnI MrF = ，指向与 nCa 相反。 

（3）转轴过质心且刚体作匀速转动，此时 FIR = 0，MIO = 0，刚体的惯性力系为

平衡力系。 
3．刚体作平面运动 
工程中，作平面运动的刚体常有对称平面，且平行于此平面而运动。这种刚体的

惯性力系可先简化为在对称面的平面力系。 
对称面内的平面图形，如图 14-8 所示，由运动学知，平

面图形的运动可分解为随基点的平动与绕基点的转动。取质

心 C 为基点，设质心的加速度 aC ，转动的角加速度为α ，

简化到对称面的惯性力系分为两部分：刚体随质心平动的惯

性力系简化为一个通过质心的力；刚体绕质心转动的惯性力

系简化为一个力偶。该力为 

FI = CM a−                         （14-11） 

力偶矩为                     MI C = αCJ−                          （14-12） 

于是得结论：有对称平面的刚体，平行于这平面运动时，刚体的惯性力系可简化

MIC 
α 

aC 
C 

FI 

图   14-8 
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为在对称平面内的一个力和一个力偶。该力通过质心，其大小等于刚体质量与质心加

速度的乘积，其方向与质心加速度方向相反；该力偶矩等于对通过质心且垂直于对称

面的轴的转动惯量与角加速度的乘积，其转向与角加速度的转向相反。 
例 14-4  均质细直杆 AB 长为 l、重为 W，用固定铰支座 A 及绳 BE 维持在水平位

置（图 14-9（a））。当绳 BE 被剪断瞬时，求杆 AB 的角加速度和 A 处的反力。 
解  当绳 EB 被剪断后，AB 杆将绕 A 轴作定轴转动，将 AB 杆的惯性力系向转轴

A 简化后，可应用动静法求解。 
（1）研究对象与受力分析。取 AB 杆为研究对象，受力有重力W 、铰支座 A 处

的反力 AxF 、 AyF ，绳 BE 已被剪断，不再受力，不得在受力图上画出。 

（2）虚加惯性力。绳 BE 剪断瞬时，杆 AB 的角速度ω  = 0，角加速度设为α 。

此时质心 C 的法向加速度 0
2

2 == ωla n
C ，切向加速度 ατ

2
laC = 。AB 杆的惯性力系向

转轴 A 简化，可得一力和一力偶（图 14-9（b））。力的大小及力偶矩为 

ααατ 2

3
1

2
l

g
WJMl

g
Wa

g
WF AAICRI ====  

（3）列平衡方程求解。对图 14-9（b）所示 AB 杆的虚平衡状态，由平衡方程 

( )∑ =⋅−= 0
2

,0 lWMM AIA F  

即        0
23

1 2 =⋅−
lWl

g
W α  

得            
l
g

2
3

=α  

∑ =−+= 0,0 WFFF RIyAy  

得      W
l
g

g
WlWF yA 4

1
2
3

2
=⋅−=  

∑ == 0,0 xAx FF  

    讨论：本题若用动量矩定理和质心运动定理求解，则得 

2
,0, lWJFFWa

g
W

AAxAyC ⋅==−= α  

显然，这组动力学方程进行移项后就得到了动静法的平衡方程。可见，动静法的实质

是通过虚加惯性力，采用列平衡方程的方法而达到了求解动力学问题的目的。 
    例 14-5  图 14-10（a）所示提升机构中，悬臂梁 AB 重力 W = 1kN，长 l = 3m；

鼓轮 B 重为 Q = 200N，半径 r = 20cm，视其为均质圆盘，其上作用有力偶 M = 3kN·m；

图   14-9 

FAx
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A

（b）
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以提升重为 P = 10kN 的物体 C。不计绳的质量和摩擦，试求固定端 A 处的反力。 

解  本题虽然是求固定端 A 的反力 xAF 、 yAF 和 MA，但应先求出物体 C 的加速

度和鼓轮的角加速度。因而先取鼓轮和重物部分为研究对象，应用动静法求物 C 的加

速度或 B 处的反力，然后再以整个系统或梁 AB 为研究对象，求出 A 处的反力。 
    （1）取鼓轮 B 及重物 C 部分为研究对象，其受主动力 P 、Q 和力偶 M 作用；B

处的反力为 xBF 、 yBF （图 14-10（c））。 

（2）虚加惯性力。物 C 作直线平动，设其上升加速度为 a ，其惯性力 

a
g
PFIR =  

    IRF 方向与 a 相反。鼓轮质心在转轴 AB 上，其角加速度 ra=α ，其惯性力偶矩 

ααα
g
rQrr

g
QJM BIB 22

1 2 =⋅==  

    IBM 与α 的转向相反。 

（3）列平衡方程求 a 和 yBF 。对图 14-10（c）的虚平衡受力图，由 

( ) ( ) 0,0 =+−−=∑ rFPMMM RIBIB F  

即                        0
2

=−−− ar
g
PrPa

g
QrM  

解出               85.4
22.010

102.03
2

=
+

−
=

+
−

= gg
QP

PrMa m/s2 

0,0

0,0

=−−−=

==

∑
∑

RIyBy

xBx

FPQFF

FF
 

（c） 

B
B 

A

MIB 
ByF ′

a 

FIR 

FBy 

FBx 

M 

P P 

W
Q Q FAx

r 

l 

图   14-10 
（a） （b）

M

A B 

W

FAy



 10

得            kN15.1585.4
8.9

10102.0 =⋅++=++= a
g
PPQF yB  

（4）取梁 AB 为研究对象，由 

0,0

0,0

=′−−=

==

∑
∑

yByAy

xAx

FWFF

FF
 

得                    kN15.1615.151 =+=+= yByA FWF  

由                    ( ) 0
2

,0 =′−⋅−=∑ lFlWMM yBAA
F  

得                kN95.46315.1531
2
1

2
1

=×+××=′+= lFWlM ByA  

例 14-6  均质杆 AB 长为 l，重为 P，用两根绳子悬挂在点 O 如图 14-11（a）所

示。杆静止时，突然将绳 OA 切断，试求切断瞬时 OB 的受力。 
解  绳 OA 切断后，AB 杆

将作平面运动。在绳子切断的

瞬时，AB 杆的角速度及各点速

度均为零，但杆的角加速度不

等于零，据此特点可确定质心

C 的加速度，然后虚加惯性力

系的简化结果，应用动静法求

解。 
    （1）研究对象的受力分析。取杆 AB 为研究对象。绳 OA 切断时杆受重力 P 和绳

OB 的拉力 TF 作用。 

（2）分析运动及虚加惯性力。绳断瞬时，点 B 作圆周运动，由于 0=Bv ，而 τ
BB aa = 。

取 B 为基点，则杆 AB 质心 C 的加速度可由基点法表示为 

τ
CB

n
CBBC aaaa ++=  

由于 0=ABω ，可知 02 =⋅= AB
n
CB BCa ω ，设 AB 杆此时的角加速度为 α ，则有

αατ

2
lBCaCB =⋅= 。aC 的分矢量如图 14-11（a）所示。 

杆 AB 作平面运动，向质心 C 简化的惯性力及惯性力偶矩分别为 

αα 2

12
, l

g
PJM CCIBCIBICI ==+= FFF  

aB

45° 45°
τ
CBa

（a）

α 

C
BA

O

C

FIB

FICB 
FT 

P 

D 

45°

MIC 

A B

（b） 
图  14-11
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其中                      α
2

, l
g
PFa

g
PF CBIBBI ==  

FIB ，FIBC 和 MIC 如图 14-11（b）所示。 
（3）列平衡方程求解。对杆 AB 的虚平衡状态如图 14-11（b）所示，列平衡方程 

( )∑ =+−= 0
44

,0 CIBCIO MlPlFM F  

即                           0
12442

2 =+− αα l
g

PlPll
g
P

 

得                         
l
g

5
6

=α （逆时针转向） 

( )∑ =−⋅⋅= 0
2
2

2
,0 CITC MlFM F  

0
5
6

122
2

2
2 =⋅−⋅⋅

l
gl

g
PlFT  

解得                         PFT 5
2

=  

讨论  本题可用刚体的平面运动微分方程求解，但要联解方程组比较麻烦，而动

静法由于合理选择矩心，使求解简单清晰。 
例 14-7  长度均为 l 和质量均为 m 的均质细直杆 OA 和 AB 以铰链相连，并以铰

链 O 悬挂在铅垂平面内，如图 14-12（a）所示。当在图示位置无初速开始运动时，试

求两杆的角加速度。 

解  本题中杆 OA 作定轴运动，杆 AB 作平面运动。可按刚体的运动形式分别向

转轴 O 和质心 C2 虚加惯性力和惯性力偶。杆 AB 质心 C2 的加速度应由刚体平面运动

时的基点法求得。 

图   14-12

（c）

FA x

FA y

FIA 

FIC 2A 
MIC 2 

mg 

C2 
A B 

mg

FO y

C2

C1

BA

O

FIC 2A

FIA

mg

FI 1
FO x

MIO

MIC 2

α2 

aC 1 

τ
AC 2a  

α 1 

C2

C1 

A B

O

aA 

（b）（a）
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（1）取研究对象与受力分析。研究整体，杆 OA 与杆 AB 的重力均为 mg，铰 O
处反力以 FOx，FOy 表示。 

（2）分析运动与虚加惯性力。系统由静止开始运动，可知此瞬时两杆的角速度

及各点的速度均为零。设杆 OA 及杆 AB 的角加速度分别为 1α 和 2α ，如图 14-12（a）

所示，在杆 OA 的转轴 O 处虚加惯性力 1IF 和惯性力偶 IOM 。则有 

1
2

1111 3
1

2
ααα mlJMlmmaF OIOCI ==⋅==  

杆 AB 作平面运动，以 A 为基点，质心 C2 的加速度，可由基点法得 

n
ACACAC 222 aaaa ++= τ  

其中，aA = 1αl ，
n
ACa 2 =0， 22 2

ατ laAC = 。虚加在质心 C2 的惯性力 2CF ，以分量 AIF 及

ACI 2F 表示，即 

221 2
, αα lmFmlmaF ACIAAI ⋅===  

杆 AB 对质心 C2 的惯性力偶矩为 

2
2

222 12
1 αα ⋅== mlJM CCI  

虚加惯性力及惯性力偶如图 14-12（b）所示。 
（3）列平衡方程求解。 

( ) ( )∑ =+−++= 0
2

0 22 lFlmgFMMM AIACICIIOO F  

即 

0
22

1
12
1

3
1

122
2

1
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++ lmllmgmlmlml αααα  

简化后得 

l
g

2
34 21 =+ αα                             （a） 

（4）取杆 AB 为研究对象，虚平衡的受力图如图 14-12（c）所示。由 

( ) 0
22

,0 22 =−⋅+=∑ lmglFMM ACICIA
F  

即 

0
222

1
12
1

22
2 =−+

lmglmlml αα  
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解得                           
l
g

2
3

2 =α                               （b） 

将式（b）代入式（a），可得 
01 =α  

例 14-8  均质圆盘质量为 mA，半径为 r。细长杆长 l=2r，质量为 m。杆端点 A 与

轮心为光滑铰接，如图 14-13（a）所示。如在 A 处加一水平拉力 F，使轮沿水平面纯

滚动。问：F 力多大能使杆的 B 端刚刚离开地面？又为保证纯滚动，轮与地面间的静

滑动摩擦因数应为多大？ 
解  细杆刚离地面时仍为平动，而地面约束力为零，设其加速度为 a。以杆为研

究对象，杆承受的力及虚加惯性力如图 14-13（b）所示，其中 FIC = ma，按动静法列

方程。 

( ) 030cos30sin,0 00 =−=∑ mgrmarM A F  

解出                              ga 3=  

整个系统承受的力并加上惯性力如图 14-13（a），其中 FIA = mAa，
r
armM AI

2

2
1

= 。

由方程 0=∑ yF ，得 

( )gmmF AN +=  
地面摩擦力                ( )mmgfFfF ASNSS +=≤  

为求摩擦力，应以圆轮为研究对象，由方程 ( ) 0=∑ FAM ，得 

ramMrF AIS 2
1

==  

解出                        gmamF AAS 2
3

2
1

==  

由此，地面摩擦因数 

图   14-13

B 

C
A FIC 

30°

FAy
FAx

mg

（b）

C 

B

A 
MI FIA 

（a）

FICmA
mg 

F 

FS 
FN
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( )mm
m

F
F

f
A

A

N

S
S +

=≥
2

3
 

再以整个系统为研究对象，由方程∑ = 0xF ，得 

gm
m

FFFF A
SCIAI 3

2
3

⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=++=  

 
§14-4  定轴转动刚体轴承的动反力 

    1．定轴转动刚体惯性力系的简化 
设质量为 m 的刚体绕 z 轴转动，某瞬时的角速度为ω ，角加速度为α ，取固定于

刚体上的动坐标系 Oxyz 如图 14-14（a）所示，现计算刚体惯性力系的主矢和对坐标

原点的主矩。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（1）惯性力系的主矢。定轴转动刚体的惯性力系主矢按式 ∑ −== CaFF MIIR 计

算。设刚体的质心在点 C，点 C 的转动半径为 r1，则
2

11 , ωατ rara nCC == 。由于

nCCC aaa += τ ，aC 在 z 轴上的投影为零，aC 在 x，y 轴上的投影分别为（如图 14-14

（b）） 

αωαωϕϕ τ CC
CC

CnCxC yx
r
y

r
r
x

raaa −−=−−=−−= 2

1
1

1

2
1sincos  

αωαωϕϕ τ CC
CC

CnCyC xy
r
x

r
r
y

raaa +−=+−=+−= 2

1
1

1

2
1cossin  

有                         ( )τCCnCIR MM aaaF +−=−=  
于是，惯性力系的主矢在 x，y，z 轴上的投影分别为 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

−=−=

+=−=

0

2

2

zI

CCyCyI

CCxCxI

F

MxMyMaF

MyMxMaF

αω

αω

                   （14-13） 

FA z 

FA y
FA x 

(a) 

B 

y
x

A 

z

FB x 

O 

O1 C 
rC 

FB y

α 
ω

xC

yC
O

φ
r1

aC τ

C

y 
aC n 

x

（b）
图  14-14 
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（2）惯性力系对原点 O 的主矩。惯性力系主矩 MIO 在图 14-14（a）各坐标轴上

的投影，根据力矩关系定理，即为各质点惯性力对相应轴之矩的代数和，而力对轴主

矩可由解析式计算。 
设刚体内任一质点的质量为 m，坐标 x，y，z。则该质点的惯性力在轴上的投影，

类似于式（14-13），即 

( ) ( ) 0,, 22 =−=+= zIyIxI FxymFyxmF αωαω  

刚体惯性力系对 x 轴之矩 
( ) ( ) ( )

∑∑
∑ ∑∑

+−=+−=

−−=−==

xzzy

yIzIIxxOI

JJzxmzym

xymzzFyFFMM

αωαω

αω
22

2 ]0[
 

同理，可得 yOIM 及 zOIM 。于是，可得惯性力系对原点 O 的主矩 MIO 在各坐标轴上的

投影为 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−=

+=

+−=

α

αω

αω

zzOI

zyxzyOI

xzzyxOI

JM

JJM

JJM
2

2

                    （14-14） 

式中， ∑= zymJ zy ， ∑= xzmJ xz 。它们分别是刚体对 y，z 轴和对 z，x 轴的惯性

积，其值为代数量。Jz 是刚体对 z 轴的转动惯量。 
若刚体具有质量对称面，且转轴与该平面垂直时，可取该平面为 Oxy 平面，则

0== xzzy JJ ，于是刚体惯性力系简化为对称面内的通过 O 点的一力和一力偶，这正

是上节讨论的特殊情况。 
2．定轴转动刚体辆承的动反力 
以定轴转动刚体为研究对象如图（14-14a）。设其上作用有主动力 F1，F2，…，

Fn，止推轴承 A 的约束反力为 FA x，FA y，FA z，径向轴承 B 的约束反力为 FB x，FB y。

虚加上惯性力系向 O 点简化的惯性力和惯性力偶，则刚体处于虚平衡状态。根据空间

一般力系的平衡方程，不难求出这些约束反力。 
很明显，在轴承的约束反力中，将包括两部分：一部分是由主动力的静力作用所

引起的，称为静反力；另一部分是由刚体的转动而引起的，即包含有ω 和α 的各项，

称为附加动反力。动反力可在刚体上虚加惯性力后，由平衡方程确定。 
转动刚体与轴承间的力互为作用与反作用关系，当刚体转动时，轴承在垂直转轴

的方向上将受到周期性变化的动压力（与动反力等值，反向，共线）的作用，必引起

机器底座产生强烈的振动，对机器本身及相应的支承系统都非常不利，如何消除或减

少动反力是工程中的一个重大课题。 
转动刚体轴承的动反力，完全取决于刚体惯性力系简化的主矢和对 O 点的主矩。

若要动反力为零，则要求惯性力系的主矢和主矩在 x，y 轴上的投影同时为零。由式

（14-13）知，主矢为零则要求 xC = 0 和 yC =0，即转轴必须通过质心 C；由式（14-14）
知， 0== yOIxOI MM ，则必须 0== xzzy JJ ，即 z 轴为惯性主轴。称过质心的惯性轴

为中心惯性主轴。因此，定轴转动刚体轴承动反力为零的条件是：转轴为刚体的中心

惯性主轴。 
当刚体绕中心惯性主轴匀速转动时，惯性力系自成平衡力系，轴承的动反力为零。
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工程上称为动平衡。要实现刚体的动平衡，首先要消除偏心。若使质心在转动轴上，

称为静平衡。实际上，可以通过适当地调整刚体的质量分布，而使转轴成为中心惯性

主轴，工程中为了实现动平衡，需要在专门的动平衡机上进行实验调整。 
例 14-9  均质圆盘以匀角速度ω 绕通过盘心的铅垂轴转动，圆盘平面与转轴夹角

为θ ，如图 14-15 所示。已知圆盘半径为 r，重为 P，轴承 A 和 B 与盘心相距各为 l1

和 l2，试求轴承 A 和 B 处的反力。 
解  取圆盘为研究对象，受重力 P 及约束反力

FA x，FA y，FA z，FB x，FB y 作用。 
现求惯性力系的主矢和主矩。由于转轴通过圆盘

的质心，即 xC = yC =0，可知圆盘的惯性力主矢

0=RIF 。由题设知 0=α ，对固结于圆盘上的 Cxyz
坐标系，Cx 轴是圆盘的水平径向对称轴，即为盘在点

C 的一个惯性主轴，则 Jz x = 0，由式（14-14）知，惯

性力系主矩在各轴上的投影为 
0,0,2 ==−= zOIyOIzyxOI MMJM ω  

为求惯性积 Jy z，取坐标系 zyxC ′′′ ，其中 xC ′轴

与 Cx 轴重合， zC ′轴垂直于圆盘平面， yC ′与 Cy 轴的夹角 090−= θϕ 。可见 x′，y′，

z′轴均为圆盘上点 C 的惯性主轴。此时则可用公式 ϕ2sin
2

yz
zy

JJ
J ′′ −

=  来计算 Jy z 

因        0,
4
1,

2
1 22 === ′′′′ zyyz Jr

g
PJr

g
PJ  

 

于是        ( ) ( ) θθϕ 2sin
8

1802sin
2
12sin

2
20 r

g
PJJ

JJ
J yz

yz
zy −=−−=

−
= ′′

′′  

可得        θωω 2sin
8
1 222 rP
g

JM zyxOI =−=  

故圆盘的惯性力系简化结果为一个矩为 MIOx 的力偶。将此力偶虚加于圆盘上，由平衡

方程 

∑
∑

=+=

=+=

00

00

yByAy

xBxAx

FFF

FFF
 

( )
( ) 00

00

00

12

21

=−=

=+−=

=−=

∑
∑
∑

lFlFM

MlFlFM

PFF

AxxBy

xOIByAyx

Azz

F

F  

 

解得               

( ) θ
ω 2sin

8

0

21

22

llg
rPFF

PFFF

yByA

zAxBxA

+
=−=

===

 

上述结果中，FAz 是轴承的静反力，而 FA y 和 FB y 为轴承的动反力，此动反力组

FA z 

FA y 
FA x

图   14-15 

B

y 

x
A 

z

FB x

(0)

FB y 

ω

y’

z’ φ 
φ

C
P
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成一个力偶。 
 
 


