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第十五章  虚位移原理 

    质点系可分为自由质点系和非质点系。如果质点系的各质点不受任何限制，可以在空

间自由运动，它们的运动轨迹决定于质点系的外力和内力，则这种质点系称为自由质点系。

例如，各星体组成的太阳系。如果质点系的各质点受到一定限制，在空间不能自由运动，

它们的位置或速度必须遵循一定的限制条件，则这种质点系称为非自由质点系。例如，用

刚杆连接的两质点，它们之间的距离保持不变。在工程实际中，经常遇到的是非自由质点

系。 
    静力学中，以静力学公理为基础，以矢量分析为特点，通过主动力与约束力的关系表

达了刚体的平衡条件，称为矢量静力学（Vectorial statics）或刚体静力学。刚体的平衡条

件对于任意非自由质点系来说，只是必要的，并非充分的。 
本章讨论的虚位移原理（Principle of virtual displacement），是用数学分析的方法研究

任意非自由质点系的平衡问题，平衡条件表现为主动力在系统的虚位移上所做虚功的关

系。虚位移原理给出任意非自由质点系平衡的必要与充分条件，是解决质点系平衡问题的

普遍原理，可称为分析静力学（Analytical statics）。 
 

§15-1  约束及其分类 
    1．约束（Constraints）与约束方程（Contraint equations） 
    质点系各质点在空间的位置的集合，称为质点系的位形（Configuration），位形表示了

该系内各质点的位置分布所构成的几何形象。在非自由质点系中，那些预先给定的限制质

点系位形或速度的运动学条件称为约束。例如限制刚体内任意两点间的距离不变的条件，

限制车轮在直线轨道上滚动而不滑动的条件等都是约束。如果将非自由质点系的运动限制

条件用数学方程式表示，则称此方程为质点系的约束防程。 
    例如，图 15-1 所示单摆，由于刚性摆杆的长度 l 不变，摆锤 A 被限制 xy 平面内作圆

周运动，摆锤 A 的坐标满足约束方程 

    222 lyx =+                                  （a） 

又如图 15-2 所示的曲柄滑块机构，曲柄销 A 只能在以曲柄长 r 为半径的圆周上运动；滑
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块 B 被限制在水平滑道 Ox 中运动；A、B 两点间的距离被连杆的长度 l 所限制。因此，曲

柄滑块机构的约束方程可表示为 
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再如图 15-3 所示的圆轮，沿水平直线轨迹作纯滚动，由于轮心 C 作直线运动，约束条件

为轮心 C 的坐标 y 保持不变，即 
                RyC =                    （c） 
又因为圆轮作纯滚动，轮心速度 Cx′ 与轮的角速度ϕ′

必须满足约束方程 

0=′−′ ϕRxC                （d） 

    2．约束分类 
    根据约束对质点系运动限制条件的不同，可将约

束分类如下： 
   （1）定常约束（Steady constraint）和非定常约束（Unsteady constraint）。如果在约束

方程中不显含时间 t，即约束不随时间而变，这种约束称为定常约束或稳定约束。以上各

例都是定常约束。如果在约束方程中显含 t，则称其为非定常约束。例如图 15-1 中的单摆，

悬挂点 O 若以匀速 v 沿 x 轴向右运动，这时约束方程成为 

               ( ) 222 lytvx =+−                                   （e） 

约束方程中显含时间 t。可见，悬挂点移动的单摆的约束是非定常约束。 
（2）双面约束（Bilateral constraint）与单面约束（Unbilateral constraint）。约束方程中

用等号表示的约束，称为双面约束或不可离约束。这种约束能限制两个相反方向的运动，

由方程（a）、（b）表示的约束都是双面约束。由不等式表示的约束称为单面约束或可离约

束。例如图 15-1 中的单摆，将摆杆以细绳代替，因绳子不能受压，约束方程成为 

222 lyx ≤+                                        （f） 

显然，单面约束只能限制物体某个方向的运动，而不能限制相反方向的运动。图 15-3 中

轨道对圆轮的约束亦属单面约束。但在实际问题中，质点系没有脱离约束的主动力作用时，

单面约束仍理解为具有双面约束的性质。例如单摆在运动过程中，绳不可能受压，绳与杆

并无差别。又如沿水平面滚动的圆轮，若脱离轨道而跳起，就是自由刚体的运动，这显然

是与研究前提相矛盾的。 
   （3）完整约束（Holonomic constraint）与非完整约束（Nonholonomic constraint）。通

过以上各例的约束方程，我们已注意到约束不仅对质点系的几何位形起限制作用，而且还
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可能与时间、速度有关。因而，约束方程的一般形式可表示为 
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式中，n 为质点系中质点的个数，s 为约束方程的个数。 
约束方程中显含坐标对时间的导数，称为运动约束。如果运动约束能积分成有限形式，

则称这种约束为完整约束。例如约束方程（d），可以积分为 =− ϕRxC 常数，故为完整约

束。约束方程中若不显含坐标对时间的导数，这种约束称为几何约束。几何约束也属完整

约束。几何约束方程的一般形式为 

( )              0;,,;;,, 111 =tzyxzyxf nnnj             （15-2） 

    综上所述，几何约束及可积分的运动约束统称为完整约束。实际上，对于可积分的运

动的约束，积分后方程中不再包含坐标的导数，此时的运动约束成为几何约束。因而，在

以后的讨论中，对几何约束与完整的约束不再区分。 
    一般情况下，含有坐标导数的方程不能积分成有限形式，则这种约束称为非完整约束。

非完整约束方程的一般形式为式（15-1）。因为非完整约束方程表现为微分形式，故又称

为不可积分约束。应理解为在任意约定的位形中，质点系各点速度应满足的条件。 
    一个质点系可以同时受到完整和非完整约束，只受完整约束的质点系称为完整系统，

只要质点受到非完整约束，则称为非完整系统。如果约束都是定常的，则称质点系为定常

系统。否则，称为非定常系统。 
    特别注意，本章只讨论双面、定常的几何约束。这种约束方程的一般形式为 

( ) ( )sjzyxzyxf nnnj ,,2,1                   0,,;;,, 111 ==        （15-3） 

 
§15-2  虚位移与自由度 

    1．虚位移（Virtual displacement） 
    由于约束的限制，非自由质点或质点系中的质点，其运动不可能完全自由。即约束限

制了质点某些方向的位移，但也容许质点沿另一些方向的位移。因此，我们定义： 
    质点或质点系在给定位置（或瞬时），为约束所容许的任何无限小位移，称为质点或

质点系在该位置的虚位移。质点的虚位移记为 
          kjir zyx δδδδ ++=                        （15-4） 

式中， xδ ， yδ ， zδ 是虚位移在各直角坐标轴上的投影；而虚角位移用δϕ或δθ 表示。

应注意，δ 是变分（Variation）符号。 rδ 表示函数 ( )tr 的变分，变分表示函数自变量（时

间 t）不变时，由函数本身形状在约束所许可的条件下微小改变而产生的无限小增量。除

了 0=tδ 之外，变分运算与微分运算相类似。 
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    例如，限制在一个固定平面上的质点 A，在平面上的任一个方向上的无限小位移都是

该质点的虚位移。又如图 15-4(a)中的曲柄滑块机构，在θ 角时处于平衡。但约束容许杆

OA 绕 O 轴转动，我们可给杆 OA 以逆时针的虚转角δθ ，杆 OA 转到 AO ′位置，由于杆

AB 的长度不变和滑道对滑块 B 的限制，杆 AB 只能处于 BA ′′ 位置。于是 BAO ′′ 表示曲柄

滑块机构的虚位移图。系统内的各质点都产生了虚位移，可见，质点系的虚位移是一组虚

位移，而且彼此并不独立。应注意，虚位移必须指明给定的位置（或瞬时），不同位置，

质点或质点系的虚位移并不相同；其次，虚位移必须为约束所容许，必须是无限小的。否

则就可能破坏原质点系的平衡位置，或者改变作用于质点系上主动力的方向。考虑到虚位

移的任意性，我们也可给杆 OA 以顺时针的虚转角δθ ，此时，曲柄滑块机构的虚位移图

为 BAO ′′′′ (见图 15-4(b))。 

    必须强调，虚位移纯粹是一个几何概念，所谓“虚”主要反映了这种位移的人为假设

性，并非真实的位移。众所周知，处于静止状态的质点系，根本就没有实位移。但我们可

以在系统的约束所容许的前提下，给定系统的任意虚位移。同时虚位移又完全取决于约束

的性质及其限制条件，而不是虚无飘缈，也不可随心所欲地假设。 
    若质点系在某位置受主动力作用，使系统处于运动状态。这时系统的实位移，将取决

于作用于系统上的主动力以及所经历的时间，其位移可以是无限小的，也可以是有限值，

其方向是惟一的。而质点系在该位置时的虚位移与主动力和时间无关，虚位移只能是无限

小值，方向却可以不止一个。这就是虚位移与实位移的区别所在。但在定常约束条件下，

质点系在某位置所发生的微小实位移必是其虚位移中的一个（或一组）。因为质点的虚位

移和其无限小实位移都受约束限制，是约束所容许的位移。 
    2．自由度（Degree of freedom） 
    由于约束的限制，质点系内各质点的虚位移并不独立。那么，一个非自由质点系究竟

有多少个独立的虚位移？于是，把质点系独立的虚位移（或独立坐标变分）数目，称为质

点系的自由度。因为每个独立的虚位移反映了系统一个独立的虚位移形式，自由度数就反

映了系统独立的虚位移形式的数目。例如图 15-4 中的曲柄滑块机构，独立的虚位移可为

θδ ， θδ 一旦给定，系统的虚位移形式（虚位移图）就完全确定了，而且任一点的虚位

移都可以用 θδ 表示。 

    具有定常几何约束的质点系，设质点系包括 n 个质点，受到 s 个约束，约束方程为式

（a） （b）
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（15-3），即 

( ) ( )sjzyxzyxf nnnj ,,2,1            0,,;;,, 111 ==                

对约束方程求一阶变分，则得 
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式（15-5）表示，给质点系的虚位移时，质点系 3n 个质点的坐标变分应满足 s 个方程，

也就是说，只有 3 n - s 个变分是独立的。它正好等于质点独立坐标的数目。因此，对于具

有定常几何约束的质点系，确定其几何位置的独立坐标的数目，亦称为质点系的自由度。 
    3．广义坐标（Generalized coordinates） 
    在许多实际问题中，采用直角坐标法确定系统的位形并不方便。如上所述，我们可取

3 n - s 个独立的参数便能完全确定系统的位形，这些定参数可以是长度、角度、弧长等。

能够完全确定质点系位形的独立参数，称为系统的广义坐标。对于定常的几何约束系统，

显然，广义坐标的数目就等于系统的自由度数。 
    对于我们所讨论的定常的完整系统，如系统具有 k = 3 n - s 个自由度，广义坐标以

( )kiqi ,,2,1= 表示，则任一瞬时系统中每一质点的矢径和直角坐标都可以表示为广义

坐标的函数，即 

( ) ( )niqqq kii ,,2,1,,, 21 == rr                  （15-6） 
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    图 15-5 表示一个在 Oxy 面内运动二级摆。这个质点系由两个质点组成，受到两个几

何约束，其约束方程为 

            2
1

2
1

2
1 lyx =+                （g） 

       ( ) ( ) 2
2

2
12

2
12 lyyxx =−+−        （h） 

所以，该质点系的广义坐标数（或自由度数）为 

                      22 =−= snk  
    系统的位置用两个独立的参变量给定。按照约束方程（g）和（h），两个广义坐标可

以从 x1 和 y1中选一个，另一个在 x2和 y2 中选取。也可以选取角 1ϕ 和 2ϕ 作为系统的广义

坐标，因为按照约束条件， 1ϕ 和 2ϕ 是相互独立的，且一旦给定了 1ϕ 和 2ϕ ，则质点 M1和

l2 
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M2 的位置就能惟一地确定。 
    总之，对于一个给定的非自由质点系，其广义坐标的个数是确定的，但广义坐标的取

法则可有不同。 
    又如，图 15-6 中所示的曲柄滑块机构，它在 Oxy 面内运动。曲柄 OA 作定轴转动，

需要用一个独立参数确定其位置；连杆 AB 作平面

运动，需要用三个独立参数确定其位置，两个刚体

则需要四个独立的参数确定其位置。但对曲柄滑块

机构来说受到如下三个几何约束的限制 
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因此，曲柄滑块机构的广义坐标只有一个。可以选取曲柄 OA 的转角ϕ作为广义坐标，也

可以取滑块 B 的坐标 xB作为广义坐标，等等。 
    4．虚位移分析 
    由于质点系的虚位移中，各质点的虚位移并不独立，正确分析并确定各主动力作用点

的虚位移将成为解题的关键。根据具体问题给定的条件，可选用下列方法分析质点系的虚

位移。 
   （1）几何法。应用几何学或运动学的方法求各点虚位移间的关系，称为几何法。在几

何法中，首先应根据系统的约束条件，确定系统的自由度，给定系统的虚位移，并正确画

出该系统的虚位移图，然后应用运动学的方法求有关点虚位移间的关系。在运动学中质点

的无限小位移与该点的速度成正比，即 tdd vr = 。因此，两质点无限小位移大小之比等

于两点速度大小之比。如果把对应于虚位移的速度称之为虚速度，则两质点虚位移大小之

比必等于对应点虚速度大小之比。这样，就可以应用运动学中的速度分析方法（如瞬心法、

速度投影法、速度合成定理等）去建立虚位移间的关系。这种方法也称为虚速度法。例如

图 15-4（a）中，连杆 AB 作平面运动，其瞬心为 P，A、B 两点虚位移大小之比为 
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   （2）解析法。解析法是指通过变分运算建立虚位移间的关系。若已知质点系的约束方

程，通过变分运算可得虚位移投影间的关系如式（15-5）。一般情况下，将质点系中各质

点的矢径或直角坐标先表示为广义坐标的函数，如式（15-6）或式（15-7），通过一阶变

分，可得 
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    （15-9） 

式中， ixδ 、 iyδ 、 izδ 、 iqδ 分别为坐标 ix ， iy ， iz ， iq 的变分， iqδ 称为广义虚位

移（Generalized virtual displacement）。 
 

§15-3  虚位移原理 
    在研究虚位移原理时，我们先建立虚功与理想约束的概念。 
    1．虚功（Virtual work） 
    作用于质点上的力在其虚位移上所作的功称虚功。设作用于质点上的力 F，质点的虚

位移为 rδ ，则力 F 在虚位移 rδ 上的虚功 Wδ 为 

           rF δδ ⋅=W                             （15-10） 

由于虚位移是元位移，所以虚功只有元功的形式，其计算同力在真实小位移上所做的元功。

虚功强调了力与位移的彼此独立性。 
    2．理想约束（Ideal constraint） 
    在动能定理中，我们曾经讨论过理想约束，现在给出确切定义：若约束反力在质点系

的任一组虚位移上所作虚功之和等于零，则称此约束为理想约束。设第 i 个质点的反力为

FN i，虚位移为 irδ ，理想约束条件可表示为 

0=⋅∑ iiN rF δ                               （15-11） 

    一般常见的理想约束包括：光滑支承面，各种光滑铰链、轴承、铰链支座，无重刚杆

及不可伸长的柔索，刚体纯滚动时的支承面等。理想约束反映了约束的基本力学特性，无

论是静力学问题或是动力学问题同样适用。理想约束是对实际约束在一定条件下的近似而

已。 
    今后若无特别说明，非自由质点系则一概视为具有理想约束的质点系，对于哪些需要

考虑虚功的约束反力（如滑动摩擦力）则按主动力处理。 
    3．虚位移原理 
    虚位移原理是分析力学的普遍原理之一，在求解静力学问题中有着广泛的应用。虚位

移原理可陈述为： 
    具有双面、定常、理想约束的静止质点系，其继续保持静止的充分与必要条件是：所

有主动力在质点系任何虚位移上的虚功之和等于零。即 
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   0=⋅∑ rF δ                               （15-12） 

或                  ( ) 0=++∑ zFyFxF zyx δδδ                       （15-13） 

式（15-12）和式（15-13）称为虚功方程（Equation of virtual work）。虚功方程又称为静力

学普遍方程。虚位移原理是虚功原理之一。现对原理的必要性和充分性给出证明。 
    必要性证明：已知质点系处于静止状态，证明式（15-12）必然成立。因为系统处于

静止状态，则系统内每个质点必须处于静止。系统内任一质点的主动力 iF 和约束反力 iNF

应满足平衡条件 

    0=+ iNi FF  

给系统一组虚位移 irδ （i = 1, 2, …, n），每个质点上作用力虚功之和等于零。即 

                   ( ) 0=⋅+ iiNi rFF δ    （i = 1, 2, …, n） 

对全体求和，得 

        ( ) 0
111

=⋅+⋅=⋅+ ∑∑∑
===

iiN

n

i
ii

n

i
iiNi

n

i
rFrFrFF δδδ           （i） 

对于理想约束 0
1

=⋅∑
=

iiN

n

i
rF δ ，代入式（i），得 

0
1

=⋅∑
=

ii

n

i
rF δ  

必要性得证。 
    充分性证明：若条件式（15-12）成立，证明系统必继续保持静止。采用反证法。设

在式（15-12）的条件下，系统不平衡，则有些质点（至少一个）必进入运动状态。因质

点系原来处于静止，一旦进入运动状态，其动能必然增加，即在实位移 rd 中， 0d >T 。

根据质点系动能定理的微分形式，有 

      ( ) 0ddd >⋅+=′= ∑∑ iiNiWT rFF                 （j） 

对于定常的双面约束，可取微小实位移作为虚位移，即 ii rr d=δ 。于是式（j）成为 

             ( ) 0>⋅+⋅=⋅+ ∑∑∑ iNiiiNi ii
rFrFrFF δδδ  

对于理想约束， 0=⋅∑ iiN rF δ ，则 
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                       0>⋅∑ ii rF δ  

这与题设条件式（15-12）相矛盾。因此，质点系中的每一个质点必须处于静止状态，这

就证明了原理的充分性。 
 

§15.4  虚位移原理的应用 
    应用虚位移原理可以求解静力学的各种问题：求系统平衡时主动力之间的关系；确定

系统的平衡位置；求静定结构的约束反力。应注意，虚位移原理中并不包含约束反力。欲

求某一约束反力时应将该处的约束解除，代以约束反力，并视其为主动力，这样使系统具

有一定的自由度，就可应用虚位移原理求解。 
    应用虚位移原理解题的一般步骤是：①以整个系统为对象，分析主动力。②分析系统

的自由度，给出系统的虚位移，求虚位移间的关系。③列虚功方程求解。 
    例 15-1  图 15-7 所示机构中，曲柄 OA 上作用有力偶 M，滑块 D 上作用水平力 P，
机构处于平衡。设曲柄长 OA = r，θ 角已

知，不计摩擦，试求 P 与 M 间的关系。 
    解：本题是求系统平衡时主动力间的

关系，系统具有理想定常约束，可应用虚

位移原理求解。 
   （1）取系统为研究对象，受主动力 P
和力偶 M 作用。 
   （2）系统具有一个自由度，即具有一

个独立的虚位移。取杆 OA 虚转角 ϕδ 为独

立虚位移。杆 OA 和杆 BC 作定轴转动，杆

AB 与杆 BD 作平面运动。A、B、D 点的虚位移如图 15-7 所示。根据虚速度法，则有 
      ϕδγδ rA =        θγδθγδ 2coscos BA =  

      ( ) θγδθγδθγδ cos2sin290cos o
DBB ==−  

可得力 P 作用点的虚位移 
       θϕδθθθγδθγδγδ 2tan2cos/cossin2sin2 rABD ===  

   （3）根据虚功方程      0=⋅∑ rF δ ，得 

                   0=− DrPM δϕδ  
即                 02tan =− θϕδϕδ rPM  
由于 ϕδ 的独立性，则得 

                   θ2tanrPM =  

    讨论  本题若用静力学方法求解，必须将系统拆开，也必出现内约束反力，求解较烦。

δrD 
δrB

δrA

θ 
θ P 

O
A

B

M

D C

δφ

θ

图  15-7
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而虚位移原理以整体为研究对象，不出现约束反力，这正是分析静力学的优点。 
    例 15-2  图 15-8 所示机构中，杆 AB 与 BC 的长度均为 l，B 点挂有重为 W 的重物，

D、E 两点用弹簧连接，且 BD = BE =b。已知弹簧

原长为 l0，刚度系数为 k，不计各杆自重，试求机

构的平衡位置（以θ 表示）。 
    解  本题为求系统的平衡位置，系统的约束为

定常理想约束，可应用虚位移原理求解。但应注意，

弹簧的内力在 D、E 两点的相对虚位移上作功。 
   （1）以机构系统为研究对象。作功的力有重力

W 和弹簧的内力。在平衡位置时，弹簧的变形量

0cos2 lb −= θλ ，E、D 两点的弹性力的大小为 
                     ( )0cos2 lbkkF −== θλ  

   （2）机构有一个自由度，取θ 角为广义坐标。以 xED表示 E、D 两点间的相对坐标，

应用解析法求虚位移。对图示 Axy 坐标系 
                     θsinlyB = ， θcos2bxED =  

对上式作一阶变分，得 
                   δθθδ coslyB = ， δθθδ sin2bxED −=  

   （3）根据虚功方程 0=⋅∑ rF δ 。则得 

                       0=−− EDB xFyW δδ  
即                     ( )( ) 0sin2cos2cos 0 =−−−− δθθθδθθ blbklW  
由于 δθ 的独立性，可得 

                       ( ) kblWlb 2/cos2tan 0 =−θθ  

    讨论  （1）关于弹簧的内力作功，也可将弹簧去掉，在点 D 和点 E 代以弹性力，则

按主动力计算弹性力的功，这是一般常用的方法。 
    （2）虚位移也可几何法计算，但功的计算较烦。请读者按几何法分析各力作用点的

虚位移。 
    例 15-3  多跨静定如图 15-9（a）所示。求在荷载 P、Q 作用下，支座 D 的约束反力。

已知 P = 10kN，Q = 20kN，图中的长度单位为 m。 
    解  图（a）所示的梁的自由度数等于零，不存在任何为约束所允许的位移。为了用 

θ 

F

F 
W

θ

E 

C
A

y

D

B

x

图   15-8 

δrD δrP
δrQ

δrB

D

1 11 1 

A 
B 

C

2 

P 

图  15-9

Q

D
A B

C 

P Q FND

（b）（a） 
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虚位移原理求解支座 D 的约束反力，将支座 D 解除，代之以约束反力 NDF ，得到如图（b）
所示的具有一个自由度的系统。取 B 点的竖向位移作广义坐标，给 B 点以虚位移 Brδ ，

在系统的虚位移中，杆 AB 绕 A 点作无限小转动，杆 BC 以 C 点为瞬心作无限小转动。主

动力 P 、Q 、 NDF 作用点的虚位移分别为 Prδ 、 Qrδ 、 Drδ 。 

    由几何条件不难将 Prδ 、 Qrδ 、 Drδ 表示为广义坐标变分 Brδ 的函数： 

BQ rr δδ
2
1

= ，  BP rr δδ
4
3

= ，  BD rr δδ
2
1

=     

    按虚位移原理，有 

                      0=−+ DNDQP rFrQrP δδδ   

即 

                       0
2
1

2
1

4
3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ BND rFQP δ  

解得                   kN35
2
3

=+= QPFND  

    例 15-4  在图 15-10（a）所示的结构中，已知 mkN12 ⋅=M ， kN10=P ， kN/m1=q 。

试求固定端 A 的反力偶和支座 C 的反力。 

    解  本题结构为静定结构，其自由度为零。欲求某处反力时，可解除该处约束，而代

图   15-10

P 

2m
 

2m
 

（a）

2m 2m 2m 2m

C
M

B 

A 

C 

δθ δθ 

δφ

δrD

δrB

δrC 

MA

M Q1

δrPP

B

A

Q2 

D

E 

（b）

C
Q2 

δφ

M 

P 

B 

A 

Q1 δrC

FC

（c）
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以相应的未知力，并视其为主动力计算虚功，仍由虚位移原理求解。一般情况下，每次只

解除与某个未知力相应的约束，使系统成为一个自由度，以便分析有关虚位移间的关系。 
    （1）求固定端 A 的反力偶。将固定端 A 的转动约束解除，而代之以反力偶，则杆可

绕 A 转动，但不能沿任何方向移动，因此应将固定端以固定铰支座代替。此时系统具有一

个自由度，杆 AB 作定轴转动，杆 BC 可作平面运动。 
    给杆 AB 以虚转角 ϕδ ，B 点虚位移 

                              ϕδγδ ⋅= ABB  
杆 BC 作平面运动，其速度瞬心在 E，设杆 BC 虚转角 θδ 如图 15-10（b）所示。点 B

虚位移为 
                             ϕδθδγδ ⋅=⋅= ABBEB  

由图示的几何关系， BEAB = ，得 
ϕδθδ =  

    作功的力有 P 和均布荷载等效的合力 1Q 和 2Q 以及 M 和 MA。计算力偶的虚功时，采

用力矩乘以相应的虚转角，若力矩与虚转角的转向一致时，虚功取正号，反之则取负号。

于是，可得虚功方程为 
                  0332 21 =−+++ θδϕδϕδϕδϕδ MQQPM A  
注意到 ϕδθδ = ， 1Q = 2Q = 2q = 2kN，并代入 P、M 的值，可得 

mkN20122 ⋅−=−−= PMM A  

式中，负号表示反力偶的转向与假设相反，即为逆时针方向。 
   （2）求反力 CF 。将可动铰支座 C 去掉，代以反力 CF （见图 15-10（c）），AB 部分仍

为静定结构，杆 BC 只能绕 B 铰作定轴转动。 
    给 BC 杆虚转角 ϕδ （见图 15-10（c）），C 点的虚位移 

                       ϕδϕδγδ 4=⋅= BCC  

由虚功方程，可得 
                       012 =−××− ϕδϕδγδ MQF CC  
即                     01224 =−− ϕδϕδϕδCF  
因为 0≠ϕδ ，求得 

                        FC = 14 / 4 =3.5kN 
    讨论  求静定结构的反力时，解除约束一定要与所求的未知量相对应。例如本题中若

欲求固定端的水平及竖向反力，只能分别解除其水平分平及竖

向约束，应将固定端以图 15-11 所示的定向支座代替，并在去

掉约束处代以相应的反力。 
    例 15-5  图 15-12（a）所示桁架中，AB = BC = AC = l，

AD = DC = l / 2 ，节点 D 作用有铅垂力 P。试求杆 BD 的受

力。 
    解  本题是求静定桁架杆的内力，可将该桁架杆切断，并

FAx
A 

FAy 

A 

图  15-11 
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代以内力 N、 N ′，并视其为主动力，则应用虚位移原理可以求解。 
   （1）研究整个桁架。切断杆 BD

后，系统受力为 P 和 N、 N ′（见图

15-12（b）。） 
   （2）由于切断杆 BD 后，系统具

有一个自由度。可取杆 AD 与图示 x
轴的夹角θ 为广义坐标。对图 15-12
（b）的坐标系，铅垂力作用点的坐

标为 

 θθ sin
2

sin lADyD ==  

           ( ) θθθ 2cos3
2

cos
2

cos 2
2

222 −=−=−=
lllADAByB  

对上式进行一阶变分，得 

            θδθδ cos
2
lyD =  

           
( )

θδ
θ

θ
θ

θδθ
δ

2cos3
2sin

22cos3

22sin
2
1

2 −
=

−

×−−
=

llyB  

   （3）根据虚功方程，可得 
                  ( ) 0=−−′ BD yNyPN δδ  

即                ( ) 0
2cos3

2sin
2

cos
2

=
−

−−′ θδ
θ

θθδθ lNlPN  

由于 NN ′= ， 0≠θδ ，可得 

                    PN =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

θ
θ
2cos3

sin21  

在静平衡位置，由图示的几何关系，有 

                     
2
2

2

22cos ===
l

l

AD

l
θ  

因而θ = 45°。于是，杆 BD 的内力为 

                    ）（37.2
13

3

3
11

拉力PPPN =
−

=
−

=  

讨论  （1）若用结点法或截面法求杆 BD 内力，读者试列出解题步骤。 

N ’ 

θ

图   15-12

（b）（a）

x 

y
N 

PA C

D

B

PA C

D 

B 
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      （2）如何应用几何法求虚位移？ 
 

§15-5  广义坐标形式的虚位移原理 
    1．广义坐标形式的虚位移原理 
    将式（15-8） 

                j
j

i
k

j
k

k

iii
i q

q
q

q
q

q
q

q
δδδδδ

∂
∂

=
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= ∑
=

rrrr
r

1
2

2
1

1

 

代入虚功方程      0
1

=⋅∑
=

ii

n

i
rF δ  

可得                         0
11

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂∑∑

==

k

j
j

j

i
i

n

i
q

q
δ

r
F  

交换式中 i，j 的求和顺序有     0
11

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⋅∑∑
==

j

n

i j

i
i

k

j
q

q
δ

r
F                   （15-14） 

令                 ( )kj
q

Q
n

i j

i
ij ,,2,1

1
=

∂
∂

⋅= ∑
=

r
F  

则式（15-14）成为     ∑
=

=
k

j
jj qQ

1
0δ                                （15-15） 

式（15-15）称为广义坐标形式的虚位移原理。由于 jqδ 是系统对应于广义坐标 jq 的广义

虚位移，而 jj qQ δ 具有功的量纲，因此 jQ 称为对应广义坐标 jq 的广义力（Generalized 

force）。当 jqδ 是长度单位时，则 jQ 为力的单位；当 jqδ 是角度单位时，则 jQ 为力矩的

单位。 
    对于完整系统，各个广义坐标的变分独立，故由式（15-15）可得 

          ( )kjQ j ,,2,10 ==                      （15-16） 

这就是广义坐标形式的平衡方程。可表述为：具有双面、定常、理想约束的质点系，平衡

的必要和充分条件是：在给定的平衡位置上，系统的所有广义力都等于零。应用此原理可

以求解具有任意个自由度的质点系平衡问题。 
    2．广义力的计算 
    应用式（15-16）求解平衡问题时，关键是如何正确快速地计算对应于广义坐标的广

义力。一般情况下，广义力可选用下述三种方法之一计算。 
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   （1）按定义计算。由定义式（15-14） 

       ∑∑
==

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

⋅=
n

i j

i
iz

j

i
iy

j

i
ix

n

i j

i
ij q

z
F

q
y

F
q
x

F
q

Q
11

r
F           （15-17） 

式中， ixF 、 iyF 、 izF 为质点 mi 所受的主动力 iF 在各直角坐标轴上的投影，力 iF 作用点

的坐标为广义坐标的函数。这种方法也称为解析法。 

   （2）虚功法。对于完整系统，广义力的虚功之和以∑ Wδ 表示，则有 

          jj

k

j
kk qQqQqQqQW δδδδδ ∑∑

=

=+++=
1

2211           （15-18） 

式中， 1qδ , 2qδ ,…, kqδ ，彼此相互独立，因此欲求某个广义力 jQ 时，可以取一组特殊

的广义虚位移，为此，令 0≠jqδ ，而令其余 ( )jlql ≠= 0δ ，这时式（15-18）成为 

                    jjj
qQW δδ =∑  

式中，
j

W∑δ 表示仅当 jqδ 非零时系统上主动力的虚功之和。于是，可得对应于广义坐

标的广义力为 

                  ( )kj
q

W
Q

j

j
j ,,2,1==
∑
δ

δ
                    （15-19） 

   （3）势能法。若作用于系统的主动力都是有势力，这时系统的势能函数可表示为 

       ( ) ( )knnn qqqVzyxzyxVV ,,,,,,,,, 21111 ==  

任一质点 Mi的有势力在直角坐标上的投影 

            ,
i

ix x
VF

∂
∂

−=   ,
i

iy y
VF

∂
∂

−=   
i

iz z
VF

∂
∂

−=                 （15-20） 

将式（15-20）代入式（15-17），得 

              ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−= ∑
= j

i

ij

i

ij

i

i

n

i
j q

z
z
V

q
y

y
V

q
x

x
VQ

1
 

即           ( )kj
q
VQ

j
j ,,2,1      =

∂
∂

−=                          （15-21） 
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于是，对于保守系统，对应于每个广义坐标的广义力等于势能函数对该坐标的偏导数并冠

以负号 
    在一般情况下，应用虚功法计算广义力比较简单。 
    例 15-6  图 15-13（a）所示系统中，杆 OA 和 AB 长度均为 l，不计自重，在杆件所

在的平面内作用有矩为 M 的两力偶及水平力 P，系统处于平衡。求平衡位置时的 1θ 和 2θ 。 

     
解  此系统具有二个自由度，可取角 1θ 和 2θ 为广义坐标。属求主动力作用下的平衡位置

问题，现应用广义坐标形式的虚位移原理求解。 
                    01 =Q ， 02 =Q  

   （1）取两杆系统为研究对象。 
   （2）由于广义坐标的独立性，给杆 OA 以虚转角 1θδ ，而令 2θ 保持不变，即 2θδ = 0。

此时杆 OA 作定轴动，杆 AB 作平动，系统的虚位移如图 15-13（b）所示。力 P 作用点的

虚位移 
                    1θδγδγδ lAB ==  

系统上主动力的虚功之和 

              0coscos 111111 =+−=+−=∑ θδθθδθγδθδδ PlMPMW B  

由            0cos 1
1

1
1 =+−== ∑ θ

θδ
δ

PlM
W

Q  

得            
Pl
M

=1cosθ  

或            
Pl
Marccos1 =θ   

   （3）给杆 AB 以虚转角 2θδ ，而令 01 =θδ 。此时杆 AB 作定轴转动，系统虚位移示

于图 15-13（c）。可知 

2θδγδ lB =  

222222
coscos θδθθδθγδθδδ PlMPMW B +−=+−=∑  

δrB 
δθ2 

δrB

δrA

δθ1

θ2 

θ1 

O 

A 

P 

x 

By 

M

M 

（a） 

θ2

θ1

O

A

P

x

By 
M

M

（b）

θ2

θ1

O

A

P 

x 

B y

M

M

（c） 

图   15-13
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由            0cos 2
2

2
2 =+−== ∑ θ

θδ
δ

PlM
W

Q  

得            
Pl
Marccos2 =θ  

 


