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第十六章  动力学普遍方程与拉格朗日方程 

§16-1  动力学普遍方程 
应用达朗伯原理，把质点系动力学问题转化为虚拟的静力学平衡问题求解，而虚位移

原理是用分析法求解质点系静力学平衡问题的普遍原理，将二者相结合，就可得到处理质

点系动力学问题的动力学普遍方程（General equations of dynamics）。对此方程进行了广义

坐标变换，可以导出拉格朗日方程（Lagrange’s equations of motion）。拉格朗日方程为建

立质点系的运动微分方程提供了十分方便而有效的方法，在振动理论、质点系动力学问题

中有着广泛地应用。 
    我们先讨论动力学普遍方程。 
    对于 n 个质点组成的质点系，在任一瞬时，作用于系统内的任一个质点 Mi 上的主动

力主矢为 iF ，约束反力主矢为
iNF ，据达朗伯原理，再加上该质点的惯性力

iI i imF a= − ，

则有 
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ii N i im i , , ,nF F a+ + − = =  

此时系统处于虚平衡状态。给系统任一组虚位移 irδ ，根据虚位移原理，有 
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对于理想约束，由于 
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或写成解析式 
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式（16-1）和（16-2）称为动力学普遍方程。它表示：具有理想约束的质点系，任一瞬时

作用于其上的主动力和惯性力在系统的任一组虚位移上的虚功之和等于零。 
    将动力学普遍方程与静力学普遍方程相比较，其共同点在于方程中均不出现理想约束

反力，独立方程的数目等于系统的自由度数；区别在于动力学普遍方程中除包含主动力之

外，还包含有惯性力。 
    应用动力学普遍方程解题时，要正确分析和虚加惯性力，并视惯性力为主动力，解题

步骤与虚位移原理求平衡问题相同。 
    例 16-1  瓦特离心调速器以匀角速度ω绕铅垂固定轴 Oy 转动，如图 16-1 所示。小

球 A 和 B 的质量为 m，套筒 C 的质量为 M，可沿铅垂轴无摩擦地滑动。其中 OA = OB = l，
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图  16-1

OD = OE = DC =EC = a，不计各杆重，不计各铰链及轴承的摩擦，试求稳态运动时调速

器的张角α 。 
    解  只要正确虚加惯性力，则可按虚位移原理求解静力学问题一样求解。 
   （1）受力分析。以系统为

研究对象，主动力有小球 A、
B 的重力 mg 以活套 C 的重力

Mg。当系统稳定运动时，张

角α = 常量，套筒 C 不动。

此时球 A、B 都作匀速圆周运

动，其向心加速度的大小为 

αω sin2laa BA ==  

虚加在小球 A、B 上的惯性力

的大小分别为 

αω sin2lmFF IBIA ==

   （2）虚位移分析。虚加惯性力后系统处于虚平衡状态。系统具有一个自由度，取α 角

为广义坐标。对图示坐标系，可得力作用点的直角坐标为 
         αsinlxA −= ，    αcoslyA =  
         αsinlxB = ，     αcoslyB =  

         0=Cx ，         αcos2ayC =  

对上式取变分，得 
           αδαδ coslxA −= ， αδαδ sinlyA −=  
           αδαδ coslxB = ， αδαδ sinlyB −=  
           0=Cxδ ，        αδαδ sin2ayC −=  

   （3）应用动力学普遍方程求解。据式（16-2）可得 

             0=+−++ BBIAAICBA xFxFygMygmygm δδδδδ  

即          ( ) 0cossin2sin2sinsin 22 =+−−− αδααωααα mlMgamglmgl  

因 0≠αδ ，可得 

               g
lm

aMlm
22cos

ω
α +
= ，   0sin =α  

第二个解 0=α 是不稳定的，只要稍加扰动，调速器就会有张角，而最终在第一个解给出

的位置上处于相对平衡。 
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    例 16-2  在图 16-2 所示系统中，物块 A 的质量为 m，与接触面处的滑动摩擦因数为

fs，均质圆柱体的质量为 M。不计绳重及定滑轮质量，当系统运动时，试求物块 A 和圆柱

体质心 C 的加速度 Aa 和 Ca 。 

    解  此系统为二自由度系统，视

A 块的滑动摩擦力为主动力，可应用

动力学普遍方程求解。 
   （1）受力分析。以物块、柱体及

绳所组成的系统为研究对象。主动力

为物块和柱体的重力 mg 和 Mg，物块

A 的滑动摩擦力 Fs = fs mg。 
A 块作直线运动，圆柱体作平面

运动。系统具有二自由度，取 xA及 xC为广义坐标，物块 A、柱体质心 C 的加速度以及圆

柱的角加速度分别为 
             AA xa ′′= ， CC xa ′′=  

             ( ) ( )ACAC xx
r

aa
r

′′−′′=−=
11α                                   （a） 

可得系统的惯性力和惯性力偶矩分别为 

            AAIA xmamF ′′== ， CCIC xMaMF ′′==  

           ( ) ( )ACACCIC xxrMxx
r

rMJM ′′−′′=′′−′′==
2
11

2
1 2α               （b） 

   （2）虚位移分析。当系统虚加惯性力后（见图 16-2），系统则处于虚平衡状态。此位

置，给 A 物块以虚位移 Axδ ，给 C 点以虚位移 Cxδ ，圆柱体的虚转角则为 

                 ( )AC xx
r

δδϕδ −=
1

                                     （c） 

   （3）用动力学普遍方程求解。根据式（16-1），有 

              0=−−−− δϕδδδδ ICCICAIAASC MxFxFxFxMg              （d） 

将式（a）、（b）、（c）代入式（d），得 
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经整理后为 
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由于 Axδ 和 Cxδ 是彼此互为独立的虚位移，欲式（e）成立，则必须 
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式（f）即为系统的运动微分方程。运动微分方程的个数即系统的自由度数。从而解得 
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讨论 

   （i）解答式（g），只有 03 >− mgfM S 时符合题意。若 03 ≤− mgfM S ，此时 
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   （ii）由于广义虚位移的独立性，当系统虚加惯性力后，可分别令 0≠Cxδ ， 0=Axδ ；

以及 0≠Axδ ， 0=Cxδ 。应用动力学普遍方程，可直接得到系统的运动微分方程式（f）。 

 
§16-2  拉格朗日方程 

    上节导出的动力学普遍方程是以直角坐标形式表达的，由于系统中各质点的虚位移并

不独立，应用时还必须寻求虚位移间的关系，而在复杂的非自由质点系中将十分麻烦。利

用广义坐标，对动力学普遍方程进行坐标变换，则可得到与自由度数目相同的一组独立运

动微分方程，从而使这一方程更加简洁，便于应用。 
    1．拉格朗日方程 
    设具有理想完整约束的质点系由 n 个质点组成，有 k 个自由度，取广义坐标为 q1，

q2，…，qk。质点系中任一质点 mi 的矢径 ir 可表示为广义坐标和时间的函数，即 
          ir  = ir （q1，q2，…，qk；t）                     （16-3） 

质点 mi 的虚位移 
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将式（16-4）代入动力学普遍方程（16-1），可得 
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交换 i，j 的求和顺序，得 
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式中括号内的第一项称为对应于广义坐标 qj 的广义力，即 
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上一章对广义力的计算方法作了详细讨论。类似地，可定义对应于广义坐标 qj 的广义惯性

力（Generalized force of inertia）为 
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于是，将式（16-5）可简写成 

                    ( ) 0
1

=+∑
=

jIjj

k

j
qQQ δ                         （16-7） 

    现在，我们研究广义惯性力的计算。在质点系的运动过程中，广义坐标将随时间 t 的
变化而变化，是时间 t 的函数。因此，质点系中任一质点 mi 的速度为 
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式中的 jq′ 是广义坐标对时间的导数，称为广义速度。可见，质点的速度 iv 是广义坐标、

广义速度和时间 t的已知函数。它对广义坐标和广义速度的偏导数可得以下两个重要等式，

称为拉格朗日变换式。 

   （1）式（16-8）中，由于  
j

i

q∂
∂ r

和  
t
i

∂
∂ r

中不包括广义速度，将该式两端对 jq′ 求偏导

数，则得 
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考虑到式（16-8），式（16-10）右端括号内即为速度 iv ，因而可得 

                   
j

i

j

i

qqt ∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂ vr

d
d

                           （16-11） 

式（16-9）及（16-11）称为拉格朗日变换式。 
    将广义惯性力可改写成 
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将式（16-9）和（16-11）代入上式，得 
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注意到质点系的功能 2
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    将广义惯性力式（16-12）代入式（16-7），则得 
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式（16-13）即为广义坐标形式的动力学普遍方程。对于我们所讨论的完整的约束系统，

则由 jqδ ( )kj ,,2,1 = 的独立性，得 
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式（16-14）称为第二类拉格朗日方程，简称为拉格朗日方程。该式是由 k 个二阶常微分

方程组成的方程组，求解该方程组，则得质点系的运动方程。 
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    若主动力是有势力，此时势能量广义坐标及时间的函数，即 V＝V（q1, q2,…, qk, t），
则有 
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将上式代入式（16-14）得 
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注意到势能函数中不含广义速度 jq′ ，因而 0=
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令                VTL −=                                           （16-15） 
L 称为拉格朗日函数（Lagrangian function）或动势（Kinetic potential）。于是，可得主动

力为有势力的拉格朗日方程 
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    应注意，拉格朗日函数一般是广义坐标、广义速度和时间 t 的函数，其量纲与动能的

量纲相同。 
    综上所述，拉格朗日方程是以广义坐标表示的动力学普遍方程，适用于具有理想完整

约束的任意质点系。它具有以下特点： 
   （1）由于拉格朗日方程的数目等于系统的自由度数，无论广义坐标如何选取，而拉氏

方程的形式不变。因而可按统一的程序和步骤直接建立系统的运动微分方程。 
   （2）在拉氏方程中，只包含系统的动能、广义坐标、广义力或势能等标量，因而不必

进行加速度分析，不必虚加惯性力，对于保守系统，也不必分析系统的虚位移，极大地简

化了复杂系统动力学问题的分析和求解过程，改变了传统的矢量动力学方法。 
    2．应用举例 
    应用拉格朗日方程求解动力学问题时，可按下述的程序和步骤进行。 
   （1）分析系统的自由度，适当选择与自由度数相同的广义坐标。 
   （2）分析速度，用广义坐标、广义速度和时间的函数表示系统的动能。 
   （3）分析主动力，求广义力。若主动力为有势力时，用广义坐标表示系统的势能，从

而求出拉氏函数。若主动力为非有势力，广义力一般由虚功法求较方便，即 
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                     jjj qWQ δδ /∑=  

   （4）将 jQ ，T（或 L）代入拉氏方程，即可得到系统的运动微分方程。 

    下面举例说明拉格朗日方程的具体应用。 
    例 16-3  由滑块 A、无重刚杆 AB 和摆

锤 B 所组成的椭圆摆如图 16-3 所示。设滑

块 A 质量为 m1，摆锤 B 质量为 m2，AB = l，
不计摩擦。试写出系统的运动微分方程。 
    解  （1）以系统为研究对象。该系统

具有两个自由度，取滑块 A 的坐标 x 及杆

AB 的转角ϕ为广义坐标（见图 16-3）。 

   （2）计算动能。任一瞬时，滑块 A 的速

度为 x′。杆 AB 作平面运动，可由基点法求

点 B 的速度，即 BAAB vvv += ，其中

ϕ′= lvBA 。于是可得点 B 的速度大小为 

            ϕϕϕϕ cos2cos2 222222 ′′+′+′=++= lxlxvvvvv BAABAAB           （a） 

系统的动能为 
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   （3）求广义力。由于系统的主动力只有重力，可分别给系统以虚位移 xδ 及 ϕδ ，则

由虚功法求出对应于广义坐标的广义力。即 

           0/ ==∑ xWQ xx δδ  

          ϕϕδϕδϕϕδδ ϕϕ sin/sin/ 22 lgmlgmWQ −=−==∑            （c） 

   （4）应用拉格朗日方程。据式（16-14）有 
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∂
∂

−
′∂

∂
d
d

 

   式中，    0=
∂
∂

x
T

， ( ) ϕϕ cos221 ′+′+=
′∂

∂ lmxmm
x
T

 

( ) ϕϕϕϕ sincos
d
d 2

2221 ′−′′+′′+=
′∂

∂ lmlmxmm
x
T

t
 

B

x’

φ

y

图  16-3

φ 
vB

vA 

vBA 

m1g

m2g 

x A

x
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             ϕϕ
ϕ

sin2 ′′−=
∂
∂ xlmT

， ϕϕ
ϕ

cos22 xlmlmT ′+′=
′∂

∂
 

             ϕϕϕϕ
ϕ

sincos
d
d

22
2

2 ′′−′′+′′=
′∂

∂ xlmxlmlmT
t

 

于是，可得系统的运动微分方程 

             ( ) 0sincos 2
2221 =′−′′+′′+ ϕϕϕϕ lmlmxmm                    （d） 

              0sincos =+′′+′′ ϕϕϕ gxl                                    （e） 

讨论   
    由于本例的主动力为有势力，因而可应用主动力为势力的拉格朗日方程求解。取点 A
的水平面为零势能面，系统的势能为 
               ϕcos2 lgmV −=                                           （f） 

由式（b）和（f）可得系统的拉格朗日函数 

         ( ) ϕϕϕϕ coscos
2
1

2
1

22
22

2
2

21 lgmxlmlmxmmVTL +′′+′+′+=−=  

代入保守系统的拉格朗日方程式（16-16） 

            0
d
d

=
∂
∂

−
′∂

∂
x
L

x
T

t
  和  0

d
d

=
∂
∂

−
′∂

∂
ϕϕ
LT

t
 

则可求得系统的运动微分方程与式（d）和式（e）相同。 
    例 16-4  两半径均为 r、质量均为 m 的均质圆轮 A 和 B，用绳缠绕连接如图 16-4 所

示。不计绳重和摩擦，求轮 B 下落时两轮的角加速度及 B 轮质心 C 的加速度。 
    解  （1）以系统为研究对象。轮 A 作定轴运动，轮 B 作平面运动，系统具有两个自

由度。取两轮的转角 1ϕ 和 2ϕ 为广义坐标，设顺时针转向为正（见图 16-4）。 
   （2）计算动能。两轮的角速度分别为 1ϕ′和 2ϕ′，轮 B 质心 C 的速度为 
                21 ϕϕ ′+′= rrvC  

系统的动能为 

( )
2

2
2

21
22

1
2

2
2

22

21
22

1
22

2
22

10

4
3

4
3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ

′+′′+′=

′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′+′+′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′++′=

rmrmrm

rmrmrmJvmJT CC

 

   （3）计算拉氏函数。由于系统的主动力为有势力，以过点 O 的水平面为势能零面，

系统的势能的 
                 ( )210 ϕϕ rrlmgV ++−=  

其中 l0 为系统开始运动时两轮心的高度差。系统的拉氏函数为 

( )210
2

2
2

21
22

1
2

4
3

4
3 ϕϕϕϕϕϕ rrlgmrmrmrmVTL +++′+′′+′=−=  
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   （4）应用拉格朗日方程。据式（16-16），有 

          0
d
d

11

=
∂
∂

−
′∂

∂
ϕϕ
LL

t
， 0

d
d

22

=
∂
∂

−
′∂

∂
ϕϕ
LL

t
 

其中      rgmL
=

∂
∂

1ϕ
， 2

2
1

2

1 2
3 ϕϕ

ϕ
′+′=

′∂
∂ rmrmL

 

          2
2

1
2

1 2
3

d
d ϕϕ

ϕ
′′+′′=

′∂
∂ rmrmL

t
 

          rgmL
=

∂
∂

2ϕ
， 2

2
1

2

2 2
3 ϕϕ

ϕ
′+′=

′∂
∂ rmrmL

 

          2
2

1
2

2 2
3

d
d ϕϕ

ϕ
′′+′′=

′∂
∂ rmrmL

t
 

于是，可得系统的运动微分方程为 

                  
grr
grr

232
223

21

21

=′′+′′
=′′+′′

ϕϕ
ϕϕ

  

联立求解此方程组，可得 

                 
r
g

5
2

21 =′′=′′ ϕϕ  

故轮 A 与轮 B 的角加速度相同，均为
r
g

5
2

，转向为顺时针，根据运动学关系，可得轮 B

质心 C 的加速度大小为 

                 ( ) graC 5
4

1 =′′+′′= ϕϕ  

Ca 的方向为铅垂向下。 

讨论  若系统的广义坐标取为轮 A 的转角 1ϕ 和轮 B 质心 C 的坐标 yc，请读者考虑如

何求解？ 
    例 16-5  物块 A 和 B 的质量为 m，用刚

度系数为 k 的三根弹簧连接如图 16-5 所示。不

计摩擦，试求物块 A、B 的运动微分方程。 
    解  （1）以系统为研究对象。系统的自

由度系数为二，分别取物块相对其平衡位置的

水平偏移 x1和 x2 为广义坐标（见图 16-5）。 
   （2）任一瞬时，物 A 和 B 的速度分别为 1x′和 2x′，可得系统的动能为 

                   2
2

2
1 2

1
2
1 xmxmT ′+′=  

   （2）系统的主动力为有势力，三根弹簧的变形量分别为 x1，x2-x1和 x2，取弹簧未变形

k k k 

x1 x2 

A B 

图  16-5 

A

mg

B C

O

φ2 

x 

mg

φ1

图  16-4 

y

y c
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的末端为势能零点，则系统的势能为 

             ( ) 2
2

2
12

2
1 2

1
2
1

2
1 xkxxkxkV +−+=  

拉氏函数为    ( ) 2
2

2
12

2
1

2
2

2
1 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1 xkxxkxkxmxmVTL −−−−′+′=−=  

   （4）应用拉氏方程。据式（16-16），有 

                     0
d
d

11

=
∂
∂

−
′∂

∂
x
L

x
L

t
， 0

d
d

22

=
∂
∂

−
′∂

∂
x
L

x
L

t
 

其中，               ( )121
1

xxkkx
x
L

−+−=
∂
∂

， 1
1

xm
x
L ′=
′∂

∂
 

                     ( ) 212
2

kxxxk
x
L

−−−=
∂
∂

， 2
2

xm
x
L ′=

∂
∂

 

故系统的振动微分方程为 
               ( ) 02 121 =−−′′ xxkxm ， ( ) 02 212 =−−′′ xxkxm  

讨论  读者试分别以 A 块和 B 块为研究对象，列动力学基本方程求解本题。 
 


