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第十七章  振动基本理论 

振动是自然界最普遍的现象之一。在许多情况下，振动被认为是消极因素。例如，振

动会加剧机械设备的磨损，缩短设备和结构的使用寿命，引起结构的破坏。然而振动也有

它积极的一面。 
    例如，振动沉桩、振动筛选，振动传输等，都是利用振动的生产装备和工艺。我们研

究振动的目的，就是要避免或消除它的消极方面，而利用它的积极方面，使振动在工程技

术中更好地发挥它的作用。 
本章仅限于讨论单自由度系统的振动。 

 
§17-1  单自由度系统的自由振动 

    在研究振动问题时，往往可把具体的振动系统抽象为一个质量和一个弹簧的弹簧质量

系统，如图 17-1 所示。弹簧的质量略去不计，该系统具有一个自由度，在重力影响下沿

铅垂方向振动。为分析其运动规律，先列出其运动微分方程。 
    1．自由振动（Free vibration）微分方程 
    设物块的质量为 m，弹簧原长为 l0，刚度系数为 k。物块在平衡位置时，弹簧的变形

为 stδ ，称为静变形。平衡时，重力 P 与弹性力相等，即 stmgP δ==  

由此可得弹簧的静变形为 

                   
k

mg
st =δ                             （17-1） 

    取物块的静平衡位置（振动中心）为坐标原点，x 轴沿垂向下，当物块在任意位置 x
处时，弹簧对物块的作用力大小为 ( )xkF st += δ  

阻力（振动问题中称阻尼）略去不计，根据牛顿第二定律，物块的运动微分方程为 

            ( )xkmg
t
xm st +−= δ2
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将式（17-1）代入上式，可得 
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式（17-3）为单自由度系统无阻尼自由振动微分方程的标准形式。它是一个二阶常系数齐

次微分方程。其解为 

                  tsintcos 21 nn CCx ωω +=                            （17-4） 

式中 C1、C2为积分常量，可由运动初始条件确定。 
    式（17-4）对时间 t 求导数，可得物块在任意瞬时的速度为 

tCtC
t
xv nnnn ωωωω cossin
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21 +−==             

当 t = 0 时，x = x0，v = v0，可求出积分常量 

                01 xC = ，
n

v
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    为了便于研究自由振动的规律及特性，令 
                 θsin1 AC = ， θcos2 AC =  

则式（17-4）可写成 
                        ( )θω += tAx nsin                               （17-5） 

式中  
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由式（17-5）可知无阻尼自由振动是

简谐振动，其运动图线如图 17-2 所

示。 
    2．自由振动的特点 
   （1）周期与频率。由式（17-5）
可知，物体的无阻尼自由振动是周期

运动，设周期为 T，有 ( ) ( )Ttxtx += ，

如图 17-2 所示。式（17-5）中正弦

函数的角度周期为 2π ，即 
( ) ( ) πθωθω 2=+−++ ttT nn  

可得无阻尼自由振动的周期为 

n
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=                                     （17-7） 

无阻尼自由振动的频率为 
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由上式可求 
                        fn πω 2=                              （17-9） 

表示物体在 π2 秒内振动的次数，称为圆频率（Circular frequency）。由式（17-2）可知 nω
只与系统本身的质量 m 及刚度 k 有关，而与运动的初始条件无关，是振动系统的固有特

性，所以称 nω 为固有圆频率（一般也称固有频率（Natural frequency））。其单位与频率 f

相同，为赫兹（Hz）。 

    
g
Pm = 和

ts

Pk
δ

= 代入式（17-2），得 
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g
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ω =                                   （17-10） 

    式（17-10）表明，对上述振动系统，只要知道重力作用下的静变形，就可求得系统

的固有频率。 
（2）振幅（Amplitude）和初位相。在式（17-5）中，A 表示物块偏离振动中心的最

大距离，称为振幅，它反映自由振动的范围和强弱； ( )θω +tn 称为振动的相位（Phase）

（或相位角），单位是弧度（rad），相位决定了物块在某瞬时 t 的位置，而θ 称为初相位，

它决定了物块运动的起始位置。 
例 17-1  求图 17-3 所示单摆的微幅振动周期。已知摆球质量为 m，摆绳长为 l。 
解  单摆的静平衡位置为铅垂位置，用摆绳偏离垂线的夹角ϕ作为角坐标。摆球受到

重力 mg 和绳拉力 F 的作用。取ϕ的增大方向为正向，依据动量矩定理，得 
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对于微幅振动的单摆， ϕϕ ≈sin ，上式可简化为 
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与式（17-3）比较，可得单摆微幅振动的固有圆频率为 
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讨论 
    （1）与质量弹簧系统相比较，可知单摆的微幅振动也是一简谐运动，其振动方程、

振幅、初相位在形式上与式（17-5），（17-6）相似，只是运动坐标用角坐标ϕ表示，初始

条件用 0ϕϕ = ， 0ωϕ =′ 表示。 

（2）由周期表达式可知，单摆作微幅振动时周期为常量。只要测出周期 T、就可算

出当地的实际重力加速度值。读者若有兴趣，可用单摆测定重力加速度。为了减小误差，

可先测出 100 个周期所用时间，然后取其平均值。 
例 17-2  滑轮重 P，重物 M1，M2 重为 Q1，Q2。弹簧的刚度系数为 k，如图 17-4 所

示。设滑轮为均质圆盘，略去弹簧与绳子的质量，求重物垂直振动的周期。 
解  以滑轮偏离其平衡位置的转角ϕ为确定系统位置的坐标。设滑轮半径为 r。当系

统在任意位置ϕ时，弹簧的变形量为 

ϕδδ rts +=  

tsδ 为系统在平衡位置时弹簧的静变形。 

依据动量矩定理，有 

( ) rQrQrrkJ ts 210 −++−=′′ ϕδϕ  

式中 J0 为系统对点 O 的转动惯量，即 
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系统在平衡位置时弹性力对点 O 之矩与重物重力对点 O 之矩相互抵消，即 

021 =−+− rQrQrk tsδ  

因此有 
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从而可得系统的固有圆频率为 
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重物垂直振动的周期（系统的振动周期）为 
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    3．弹簧的并联与串联 
    （1）弹簧并联。图 17-5 表示刚性系数为 k1，k2 的弹簧组成的两种并联系统。在物块

重力作用下，每个弹簧产生的静变形相等，由物块的平衡条件可得 

tsts kkmg δδ 21 +=  

将并联弹簧看成为一个弹簧，其刚度系数 tseq mgk δ= ，称

为等效刚度系数（Equivalent stiffness）。从而可得 

21 kkkeq +=                （17-11） 

式（17-11）表明并联弹簧系统的等效刚度系数等于各弹簧刚

度系数之和。这一结果说明弹簧并联后总的刚度系数增大了。该系统的固有圆频率为 

m
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    （2）弹簧串联。图 17-6 表示两个弹簧串联，两个弹簧的刚度系数分别为 k1，k2。在

物块重力作用下每个弹簧所受的拉力相同，因此每个弹簧的静变形为 

1
1 k
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2
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两个弹簧总的静变形为 
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    将串联弹簧看成为一个弹簧，其等效刚度系数为 keq，则有 

qe
ts k

mg
=δ  

比较上面两式，得 
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kkkeq

+=                        （17-12） 

式（17-12）表明串联弹簧系统的等效刚度系数的倒数等于各弹簧刚度系数的倒数之和。
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式（17-2）还可写成 

21

21

kk
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keq +
=                       （17-13） 

上述串联弹簧系统的固有频率为 

( )21

21

kkm
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m
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==ω  

§17-2  计算固有频率的能量法 
    对于图 17-1 所示无阻尼振动系统，当系统作自由振动时，物块的运动规律为 

( )θω += tAx nsin  

速度为 

( )θωω +== tA
t
xv nn cos

d
d

 

在瞬时 t，物块的动能为 

( )θωω +== tmAmvT nn
2222 cos

2
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选平衡位置为零势能位置，系统的势能为 

( )[ ] xgmxkV tsts −−+= 22

2
1 δδ  

因为 mgk ts =δ ，所以势能为 

( )θω +== tkAxkV n
222 sin
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    当物块处于平衡位置（振动中心）时，势能为零，动能最大，即 

22
max 2

1 AmT nω=  

    当物块处于距振动中心最远的位置时，动能为零，势能最大，即 

2
max 2

1 AkV =  

    无阻尼自由振动系统是保守系统，由机械能守恒定律有 

maxmax VT =  

    对于质量弹簧系统，可得固有频率为 

m
k

n =ω  

    根据上述方法，可求出其它类型机械振动系统的固有频率。 
    例 17-3  图 17-7 所示系统中，圆柱体半径为 r，质量为 m，在水平面上滚而不滑；
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弹簧刚度系数为 k。试求系统的固有圆频率。 
    解  以弹簧处于原长时圆柱圆心为坐标原点，以圆柱圆心偏离原点的距离 x 为系统的

运动坐标。设系统作自由振动，坐标 x 的变化规律为 
( )θω += tAx nsin  

系统的动能为 

( )θωωω +=′=+= tAmxmmvJT nn
222222 cos
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式中 J 为圆柱对圆心的转动惯量。系统的最大动能为 

22
max 4

3 AmT nω=  

系统的势能为 

( )θω +== tAkxkV n
222 sin

22
 

最大势能为 

2
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根据机械能守恒定律，有 

maxmax VT =  

即 
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得                               
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    例 17-4  用能量法计算例 17-2 题。 
    解  以滑轮偏离其平衡位置的转角ϕ为系统的坐标。设系统作自由振动，振动规律为 

( )θωϕϕ += tnm sin  
当系统在任意位置ϕ时，其动能为 

( ) ( )
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最大动能为 
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系统的势能为 

( )[ ] ( )θωϕϕϕϕδϕδ +==+−−+= trkrkrQrQrkV nmtsts
22222

21
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最大势能为 

22
max 2 mrkV ϕ=  

由                              maxmax vT =  

得 
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§17.3  单自由度系统有阻尼自由振动 

无阻尼自由振动，振幅保持不变，振动能够持续进行下去。但实际中的自由振动振幅

随时间增加不断减小，直到振动停止。这是因为振动过程中，还存在某些影响振动的阻力。

这个阻力称为阻尼。阻尼有多种形式，如粘性阻尼、干摩擦阻尼、结构变形产生的内阻尼

等。这里只讨论粘性阻尼。 
当振动速度不大时，阻力近似地与速度成正比，方向与速度相反。这样的阻尼

（Damping）称为粘性阻尼（Viscous damping）。设振动质点的速度为 v，粘性阻尼的阻尼

力可表示为 
vR C−=                               （17-14） 

其中比例常数 C 称为阻尼系数（Coefficient of damping），负号表示阻力与速度的方向相反。 
    在图 17-8（a）所示的质量弹簧系统中，用一阻尼器表

示系统的阻尼。以物块为研究对象。取静平衡位置为原点，

坐标轴 x 向下为正。物块在任意位置 x 处的受力如图 17-8
（b）所示。物块的运动微分方程为 
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t
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t
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将 kmgst =δ 代入上式，整理得 
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令                            
m
k

n =2ω ，
m

Cn
2

=                       （17-15） 

n 称为阻尼参变量，表示系统阻尼的大小。将 nω 与 n 代入前式，得 

0
d
d2

d
d 2

2

2

=++ x
t
xn

t
x

nω                      （17-16） 

式（17-16）是有阻尼自由振动微分方程的标准形式，是二阶齐次常系数微分方程。对于

不同的阻尼系数，方程的解有很大不同，下面分别进行讨论。 

    （1）小阻尼情形。当 n < nω ，阻尼系数 C< mk2 时，阻尼较小，称为小阻尼情形。

这时式（17-16）的解为 

( )θω +−= − tnAex n
nt 22sin                      （17-17） 

或 

( )θω += − tAex d
nt sin  

式中 22 nnd −= ωω ，A 和θ 为积分常数，由运动条件确定。设 t = 0 时，x = x0，v = v0，

代入式（17-17）及其导数中，可得 
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    式（17-17）是小阻情形下的自由振动表达式，振幅随时间不断衰减，所以又称为衰

减振动（Damped Vibration）。其运动图线如图 17-9 所示。从图中可以看出振幅在曲线

ntAex −= 与 ntAex −−= 之间逐次递减。这种振动已不是周期振动，但仍然是围绕平衡位置

的往复运动，仍然具有振动的特点。习惯上将 ntAe− 称为瞬时振幅，将 dω 称为衰减振动

的圆频率。令 

mk
Cn

n 2
==

ω
ξ                             （17-19） 

ξ 称为阻尼比（Damping ratio）。衰减振动的圆频率 dω 与周期 Td 为 
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式中 nω 与 T 表示相应无阻尼自由振动系

统的固有频率与周期。由式（17-20）可知，

在相同的质量及刚度系数条件下，衰减振

动的周期比无阻尼自由振动的周期长。但

当阻尼很小时，对周期的影响并不明显。 

设某瞬 ti，振幅为 intAe− ，经过一个周

期 Td 后，下一个振幅为 ( )di TtnAe +− 。这两

个相邻振幅之比为 
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    η 称为振幅减缩率，从式（17-21）可知任意两个相邻振幅之比为一常数，所以衰减

振动的振幅呈几何级数减小，很快趋于零。 
    对式（17-21）的两端取自然对数，得 

d
i

i nT
A
A

==
+1

lnδ                        （17-22） 

δ 称为对数减缩率，将式（17-20）代入式（17-22），得 

21

2

ξ

πξδ
−

=                            （17-23） 

当阻尼很小时，对数减缩率也可近似为 
πξδ 2=                              （17-24） 

    （2）临界阻尼和大阻尼情形。当 n = nω 时，称为临界阻尼情形。此时系统的阻尼系

数用 CC表示，CC称为临界阻尼系数。由式（17-19）得 

mkCC 2=                           （17-25） 

此时，式（17-16）的解为 

( )tCCex nt
21 += −  

其中 C1，C2为积分常数，由初始条件确定。 
    当 n > nω 时，称为大阻尼情形。此时式（17-16）的解为 
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C1，C2 为积分常数。由上述分析可知，在临界阻尼和大阻尼情形下，系统已不振动。 

    例 17-5  一有阻尼的弹簧质量系统如图 17-10（a）所示。测得 12 9
1 xx = ，如图 17-10

（b）所示。已知质量块 m = 450 kg，振动周期为 1s。求此系统的弹性系数 k 及阻尼系数 C。 
    解  振幅的对数减缩率为 

dnT
A
A

=== 9lnln
2

1δ  

将
m

Cn
2

= 及 Td =1s 代入上式，可得      msN19789n12 ⋅== mC  

由        9n1
1

2
2
=

−
=

ξ

πξδ  

得       3302.0=δ  

由      
mk

C
2

=δ  

得    mN19935
4 2

2

==
ξm

Ck  

 

§17.4  单自由度系统无阻尼受迫振动 
    实际中，振动系统常常会受到激振力的作用。由激振力所引起的振动称为受迫振动

（Forced Vibration）。例如，电机转子的偏心引起的振动，火车车箱行驶时在钢轨接缝处

所产生的振动都是在激振力作用下引起的受迫振动。 
    简谐激振力是一种典型的周期变化的激振力，简谐激振力 S 随时间变化的关系为 

tHS ωsin=                           （17-26） 

其中 H 称为激振力的力幅，即激振力的最大值；ω是激振力的圆频率，它们都是定值。 
    1．振动微分方程 
    图 17-11（a）所示的质量弹簧系统，物块质量为 m。取重

物的静平衡位置为坐标原点 O，x 轴铅垂向下。当物体在离原

点 x 处时，作用于物体上的力有重力 P，弹性力 F 和激振力 S，
如图 17-11（b）所示。于是重物的运动微分方程为 

( ) tHxkSxkP
t
xm ts ωδ sin

d
d

2

2

+−=++−=  

令        

   2
nm

k ω= ，
m
Hh =           （17-27） 

（a）

图   17-10

x2 x1o t 

x

k

m

C

（b） 

x 
δ s

t 
l 0 

k

x

F 

P 

S 

m

（b）

图   17-11 

（a） 
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得                              thx
t
x

n ωω sin
d
d 2

2

2

=+                  （17-28） 

该式为无阻尼受迫振动微分方程的标准形式，是二阶常系数非齐次线性微分方程，其解由

两部分组成，即 

21 xxx +=  

其中 x1 为式（17-28）的齐次通解 
( )θω += tAx nsin1  

x2 为式（17-28）的特解，设特解 x2 为 
tBx ωsin2 =  

式中 B 为待定常数,将 x2代入式（17-28），可得 

22 ωω −
=

n

hB                               （17-29） 

由此可得 

thx
n

ω
ωω

sin222 −
=                     （17-30） 

式（17-28）的全解为 

( ) thtAx
n

n ω
ωω

θω sinsin 22 −
++=               （17-31） 

    式（17-31）表明：无阻尼受迫振动是由两个谐振动合成的，第一部分是频率为固有

频率的自由振动；第二部分是频率为激振力频率的振动，称为受迫振动。由于振动系统中

总有阻尼存在，自由振动部分会很快地衰减下去，下面着重研究受迫振动。 
    2．受迫振动的振幅 
    在受迫振动中最值得注意的是振幅的变化规律，受迫振动的振幅为 

22 ωω −
=

n

hB  

振幅的大小与运动初始条件无关，与振动系统的固有频率 nω 、激振力频率ω、激振力力

幅 H 有关。下面讨论振幅与激振力频率之间的关系。 
    （1） 0→ω ，此时激振力的周期趋于无穷大，激振力为一恒力，此时并不振动。在

此恒力作用下的静变形为 

k
HhB

n

== 20 ω
 

    （2） nωω <<0 ，振幅 B 随着激振力频率ω的增加而增大。当ω接近于 nω 时，振幅

B 将趋于无穷大。 
    （3） nωω > ，此时振幅 B 为负值，表示受迫振动 x2 与激振力反相。但习惯上把振幅

都取为正值，因此 B 取其绝对值。这时，随着激振力频率的增大，振幅减小，当ω趋于∞
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时，振幅 B 趋于零。 
    上述振幅 B 与激振力频率的关系如图 17-12（a）所示。该曲线称为振幅频率曲线，

也称共振曲线。 

    为了使曲线更具有普遍意义，将纵轴取为
0B

B
=β ，称为振幅比，振幅比表示由常力

H 的静力作用换成激振力 tH ωsin 的作用时，振动系统变形扩大的倍数。将横轴取为

nω
ωλ = ，称为频率比。 β 和λ的关系如图 17-12（b）所示，该曲线称为幅频特性曲线。 

    3．共振（Resonance）现象 
    当 nωω = 时，振幅 B 在理论上应趋向无穷大，这种现象称为共振。在此情形下，式

（17-30）所表示的特解失去意义。此时微分方程式（17-28）的特解应为 
ttBx nωcos2 =  

将此式代入式（17-28），得 

n

hB
ω2

−=  

故共振时受迫振动的运动规律为 

tthx n
n

ω
ω

cos
22 −=         （17-32） 

振幅为 th

nω2
。共振时，随着时间的增加，振幅不

断加大，如图 17-13 所示。 
    实际上，由于系统存在有阻尼，共振时振幅不可能达到无限大。但一般来说共振时的

振幅都是相当大的。如不预先加以防止，极易造成工程上的危害。 
    例 17-6  电机质量 m = 800 kg，安装在弹性梁中部，如图 17-14（a）所示。电机转速

n = 1450 r / min，由于转子偏心引起的激振力幅 H = 600 N，梁的静变形 cm4.0=stδ 。不

计梁重及阻尼。求受迫振动的振幅及共振时电机的临界转速。 
    解  图 17-14（a）所示的系统可简化为图 17-14（b）所示的模型，系统的刚度系数为 

（b）

β

ωn 

B0 

图   17-12
（a）

o 1

1

λ ωo 

B 

to

x

图   17-13 
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st

mgk
δ

=  

由式（17-2），可求出系统的固有圆频率为 

srad5.49
104.0
8.9

2 =
×

===
−

st
n

g
m
k

δ
ω  

激振力圆频率为 

srad8.151
30

==
πω n

 

单位质量的激振力幅为 

2sm75.0
800
600

===
m
Hh  

所以受迫振动的振幅为 

mm0364.0m1064.3
5.498.151

75.0 5
2222

=×=
−

=
−

= −

ωωn

hB  

    当激振力频率（即电机转子的角速度）等于系统的固有频率 nω 时，系统产生共振，

这时的转速称为临界转速。设临界转速以 nC表示，则有 

minr9.472
30

30

==

=

π
ω

ω
π

n
C

n
C

n

n

 

 

§17-5  单自由度系统有阻尼受迫振动 
    有阻尼振动系统如图 17-15 所示，设物块质量为 m，作用于物块上的力有重力 P 弹性

恢复力 F、粘性阻尼力 R 和简谐激振力 S。若选平衡位置为坐标原点，坐标轴铅直向下，

可建立质点的运动微分方程。 

RFSP
t
xm −−+=2

2

d
d

 

式中 
tHS ωsin= ， ( )xkF st += δ  

t
xCvCR

d
d

==  

代入微分方程，得 

O

O 

（b）
图   17-14

（a）

S

R F

P

O

x 

k

m

C 

图   17-15 
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t
xCkxtH

t
xm

d
dsin

d
d

2

2

−−= ω  

将上式两端除以 m，并令 

m
Hh = ，

m
k

n =2ω ，
m
Cn =2  

得 

thx
t
xn

t
x

n ωω sin
d
d2

d
d 2

2

2

=++                 （17-33） 

上式是有阻尼受迫振动微分方程的标准形式，其解为 

21 xxx +=  

x1 为式（17-33）齐次部分的通解，在小阻尼情形下，有 

( )θω +−= − tnAex n
nt 22

1 sin  

x2 为式（17-33）的特解，设 
( )εω −= tBx sin2  

其中ε 表示振动的相位落后于激振力的相位角。于是可得微分方程式（17-33）的全解为 

( ) ( )εωθω −++−= − tBtnAex n
nt sinsin 22            （17-34） 

    从式（17-34）可知，有阻尼受迫振动由两部分组成：第一部分是有阻尼的自由振动，

因受阻尼的影响，其振幅将随时间的增加而衰减，经过一段时间后便会消失。第二部分是

有阻尼的受迫振动，它是由于周期变化的激振力所引起的振动。在持续简谐激振力的作用

下，受迫振动也是一个持续进行着的简谐运动，称为振动的稳定状态。在稳定状态下，x1=0，
因此有 

( )εω −== tBxx sin2  

式中 B 为稳定状态下的振幅。将 x2代入式（17-33），可得 

( ) 22222 4 ωωω n

hB
n +−

=                     （17-35） 

22
2tan

ωω
ωε
−

=
n

n
                         （17-36） 

    下面讨论 H，ω及阻尼对振幅 B 的影响： 
    （1）激振力力幅 H 对振幅 B 的影响： 

        由
m
Hh =  可知振幅 B 与激振力力幅成正比。 
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    （2）激振力圆频率ω对振幅 B 的影响： 

2222

2

41 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

nnn

n

n

h
B

ω
ω

ωω
ω

ω
 

    由于 02 Bh

n

=
ω

，频率比
nω
ωλ = ，阻尼比

n

n
ω

ξ = ，因而可得到振幅比 β 为 

( ) 22220 41

1

λξλ
β

+−
==

B
B

                     （17-37） 

    以 β 为纵轴，以λ为横轴，对于每一个ξ 值，都可得到一条 β -λ的关系曲线，即幅

频特性曲线。在图 17-16 中画出了不同ξ 值的幅频特性曲线。 

    1）当 1<<=
nω
ωλ ，即 nωω << 时，称为低频区。此时

0B
B

=β 趋近于 1，表明缓慢变

化的激振力的动力作用与其最大值的静力作用几乎相同。 

    2）当 1>>=
nω
ωλ ，即 nωω >> 时，称为高频区，此时

0B
B

=β 趋近于零，即振幅 B

趋近于零。 

    3）当
nω
ωλ = 趋近于 1，即ω趋

近于 nω 时，在小阻尼情况下幅频特性

曲线出现一个峰值，此时振幅显著地

增大。 
    （3）阻尼对振幅 B 的影响。由

图 17-16 可以看出，在低频区和高频

区，阻尼对振幅的影响十分微小，这

时可忽略系统的阻尼。当ω趋近于 nω
时，即在共振区内，阻尼对振幅的影

响很大。在共振区内，阻尼对受迫振

动有显著的抑制作用。 
 

1

1

β

0

ξ=0

ξ=0.15

ξ=0.2

ξ=0.25

0.5

ξ=1.0

ξ=0.7

λ

图    17-16


