
 1

 
第二篇  运动学 

 
    运动学研究物体运动的与运动产生原因无关的几何属性。对刚体而言，运动学是在给

定的惯性参考系中，研究刚体相对惯性参考的空间位置变化科学。 
 
 

第六章  点的运动 
 
    本章对质点（一种特殊的刚体）在惯性参考系中的位置变化进行分析。并给出动点，

动点的轨迹，动点的速度矢量，动点的加速度矢量等基本概念。并以不同的几种方试对上

述概念进行数学描述。 
 
§6-1  矢量法 
 
    在地球惯性参考系（体）上任取一定点 O。对空间中任意一点 A，以 O 点为起始点，

A 点为末端点作有向值线段，OA且记 

OAA =r  

则称 rA为 A 点相对 O 点的位置矢量。若 A 点泛指空间中的一般点，rA 也记为 r。 
    质点作为仅由孤立物质点构成的刚体，在宏观尺度上，质点在空间所占具的位置可由

与质点在空间重叠的几何点的位置矢量 r 唯一对应。 
一、质点的运动方程和轨迹 
    质点在空间的位置随时间的不同而发生变化，质点在空间位置随时间的变化而导致变

化称为质点的运动。质点运动的数学表述称为质点的运动方程。 
    在地球惯性参考系（体）中取定 O 点时，在任意时刻 t，质点的空间位置矢量唯一确

定。即 

)(trr =                                  （6-1） 

随 r=r(t)中时刻 t 在其取值区间段的不同取值，质点将在空间占具不同的位置。参数 t 被称

为时间参数，或称为时间。 
    对质点，在时间的取值区间[a,b]<<或（a,b）、[a,b)、(a,b]>>位置矢量时间（参数）变

化的函数表达式（矢量表示） 

)(trr =  

称为质点在给定的时间取值区间内的运动方程。在一般的运动学分析中，质点运动方程中

的时间参数取值区间总被认为是任意给定了的。因此通常就称 )(trr = 是质点的运动方程。 
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    当质点的运动方程 )(trr = 一但给定，位置矢量在时间参数的取值区间的每一个时间

参数取值所确定的位置矢量末端点集合称为质点的运动轨迹。质点的运动轨迹在三维空间

中的几何表示为一条空间曲线。且该曲线就是位置矢量 )(trr = 末端点在时间参数的取值

区间的每一个时间参数取值的三维空间矢端曲线。 

    质点的运动方程 )(trr = ；质点的运动轨迹；矢量运动

方程的矢端曲线分别描述了质点空间的位置变化、质点在空

间可能占具的位置、质点运动轨迹的几何表示。如图 6-1 所

示质点在 oxy 面内的运动。图 6-1 中 M 为在 oxy 面内运动的

质点，或称为动点 M。 
动点 M 的运动方程： 
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动点 M 的运动轨迹：                                             图 6-1 

{ }21);(,)(),( ttttyytxxyx ≤≤==  

动点 M 的矢端曲线： 
    oxy 平面内的 AB 曲线段 
    一般情况下，运动轨迹所满足的方程称

为轨迹方程。而运动方程 r=r(t)的矢端曲线

习惯上称为运动轨迹曲线，或称为运动轨

迹。 
 
二、运动质点的速度矢量（v） 
    对于运动的质点 M，当其运动已知时，

即给定： 

)(trr =  

考虑在 t和 ]),[( 21 ttttt ∈Δ+ 时间间隔内 r = 

r(t)的变化率。如图 6-2 所示。 

tt
ttt

Δ
Δ

=
Δ

−Δ+ rrr )()(
                        图 6-2 

定义平均速度矢量： 

tΔ
Δ

=
rv*                              （6-2） 

v*是在 t 时刻到 t + Δt 时刻运动质点每单位时间内 r ( t +Δt ) 与 r (t)两矢量差。值得注意

运动轨迹

△
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的是在 t 和 t+Δt 的时间隔内 v*的方向保持不变。 
    由平均速度矢量 v*可定义一动点在时刻 t 的速度 v。 
定义：质点在其运动时刻 t 的速度矢量 v 为极限 

*lim)()(lim
00
vrrv

→Δ→Δ
=

Δ
−Δ+

=
tt t

ttt
               （6-3a） 

或将运动质点在 t 时刻的速度矢量记为 

rrv ==
dt

td )(
                        （6-3b） 

即运动质点在 t 时刻的速度矢量 v 定义为质点运动方程 r=r(t)对时间参数 t 的一阶导数。 
    质点速度矢量 v 在运动轨迹上的几何意。如图 6-3 所示在球面曲线 AB 上运动的质点，

其运动方程为 

)(trr =  

在 t+t*时刻，r=r(t+t*)确定o′点。由（6-3a）可求得 

OCO =v ；  DOO ′=′v  

将 DO′ 矢量平行移动到OE 。则OC 和OE 矢量构成一平面。显然速度矢量 vo 在OC 和OE

矢量构成的平面内。且随 t*的不同取值，OC 和OE 矢量构成的平面也将变化。但无论 t*

怎样取值，v0 速度矢量总在OC 和OE 矢量构成的平面内。由此定义当 0*→t 时的OC 和

OE 矢量构成的平面为密切面。且 vo 沿运动轨迹上 r=r(t)未端点的密切面内的切线方向。 

    密切面是过同一点的不同曲线所具有的几何性质。过同一点的两条曲线在这一点的密

切面是可以不同的。密切面不是空间一点所具有的性质，而是曲线所具有的性质。如图 6-3
中过 O 点的另一质点的运动轨迹 ab（虚线）曲线。在 t+t*时刻，在 ab 曲线上运动的质点

的运动方程 *)( tt += rr 确定O 点。由（6-3a）可求得 

rv =o ； dOo =v  

显然当 0*→t 时， dO 与 ov 构成在 ab 曲线上运动的质点的 t 时刻速度矢量 0v 所在的密切

面。且 AB 曲线和 ab 曲线在 O 点的密切面一般不是同一个平面。 

    速度矢量 )(trv = 的大小记为 )()(|| tt rrvvv ⋅=⋅= 。则 

0||
vv

v
v

v ⋅=⋅= +v                        （6-4） 

式中 v+是在 r 点的 v 矢量指定的一个正方向的矢量。 
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由 r=r(t)运动方程所确定的速度矢量 v 是： 
① 矢量形式的运动方程的时间变化率； 

② 速度 v 的大小为 vvv ⋅=|| ； 

③ 速度 v 在 v0上的投影为 v=v·v0； 
④  速度 v 的量纲（单位）为 v 的量

纲（单位），即[米]/[秒]（或记为 m/s）。 

例 6-1  如图所示在
12
5

圆弧上运动

的质点 M。若圆的半径为 R；小球的速度

矢量 v 的大小 vtv (sin|| ϕ=v 为一常数)。 

    1．试确定 M 质点的运动方程。 
    2．给出质点的运动方程矢端曲线。 
    3．给出质点的速度矢量端曲线。 
    解： 

1.        
 图 6-4 

R
OBtR

R
OAtRt )sin()cos()( ϕϕ +=r  ；  )900( °<≤° tϕ       

R
OBtR

R
OAtRt )sin())150cos(()( ϕϕ +−°−=r        ；       )15090( °<≤° tϕ                 

           
R

OBtR
R

OAtR )sin()cos( ϕϕ +=  

    ∴  M 质点的运动方程（矢量）为 

        tOBtOAt ϕϕ sincos)( +=r                 ；        )1500( °<≤° tϕ  

    2．质点的运动轨迹为图中 AB 圆弧。 

    3． tOBtOAt ϕϕϕϕ cossin)( +−== rv  

       222222 )|(|)|(||| vROBOA ==+= ϕϕϕv  

规定由 A 到 B 为正方向。则 

       vRv == ϕ  

速度矢  曲线如图 6-4 所示。 
 

矢端曲线

轨迹

矢端曲线
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三、运动质点的加速度矢量（a） 
    对运动质点的运动方程的矢量表达式 r = r (t)求一阶时间变化率得质点在 t 时刻的速度

矢量 v = v (t)。对速度矢量，在 t 和 t+Δt 时刻的速度矢量分别为 v (t) 和 v (t+Δt)。作 t 和
t+Δt 两时刻的速度矢量差，也可以求得Δt 时间间隔内的平均速度变化率： 

t
t

t
ttt

Δ
Δ

=
Δ

−Δ+
=

)()()(* vvva                       （6-5） 

a*称为 t 和 t+Δt 时间间隔内的平均加速度。由平均加速度同样可以定义运动质点在 t 时刻

的加速度。 
定义：质点在其运动时刻 t 的加速度矢量 a 为极限 

*lim
t

)t()tt(lim
tt

avva
00 →Δ→Δ

=
Δ

−Δ+
=                   （6-6a） 

或将运动质 t 时刻的加速度矢量记为 

)()(
2

2

t
dt

td
dt
d rrvva ====                     （6-6b） 

即运动质点在 t 时刻的加速度矢量 a 定义为质点运动方程 r=r(t)对时间参数的二阶导数；或

是运动质点的速度矢量 v = v(t)对时间参数 t 的一阶导数。 
质点加速矢量 a 的几何意义如图 6-5 所示。将在运动轨迹上每点的质点运动速度矢量

v(t)作为自由矢量。按平行性，将 v(t)的起始点平行移 o 点。速度矢量 v(t)的未端点构成一

矢量 v(t)矢端曲线<<不是运动轨迹。运动轨迹是矢量 r=r(t)的矢端曲线。但一般矢量的矢端

曲线不是运动轨迹>>。为了更为直观，以质点的平面运动为例，如图 6-5 所示。显然加速

度矢量 a 是速度矢量 u 的矢端曲线上对应的 t 时刻密切面内的切线上的矢量。但必须胆确

的是加速度矢量 a(t)是在 t 时刻的运动轨迹上对应点处的加速度矢量。 

速度矢端曲线

运动轨迹
运动轨迹

矢端曲线

 

                                 图 6-5 

对加速度矢量 )()( tt rua == 同样可以定义其大小|a|和 a。即 

)()()()(|| tttt rrvvaaa ⋅=⋅=⋅=  
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aa
a
a

a ⋅=⋅= +

||
a 0 

式中 a+是在 r 点的 a 矢量指定的一个正方向矢量。 
由 r = r(t)运动方程，或 v = v(t)速度方程所确定的加速度矢量 a 是： 
① 矢量形式运动方程 r = r(t)对时间的二阶变化。或是矢量形式速度方程 v = v(t)对

时间的变化率； 

② 加速度的 a 的大小为 aaa ⋅=|| ； 

③ 加速度 a 在 a0 上的投影为 a； 
④ 加速度 a是速度矢量 v = v(t)矢量端图上 t是刻密切面内切线上的矢量所确定的； 
⑤ 加速度 a 是质点运动轨迹上 r = r(t)所确定的点处的矢量； 
⑥ 加速度的量纲（单位）为 a 的量纲（单位），

即[米]/[秒][秒]（或记为 m/s2）。 
 

    例 6-2  如图 6-6 所示在半径为 R 的四分之一圆上

作平面运动的动点 M。动点 M 的运动方程为： 

⎩
⎨
⎧
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720/)63(

)cos(sin)(
22

21

tt

Rt

ϕ

ϕϕ rrr
 

试求： 
    ①M 动点的速度矢量端图； 

    ②在速度矢量端图上给出当
4
πϕ = 时的加速度矢

量 a； 

    ③在运动轨迹上给出当
4
πϕ = 时的加速度矢量 a。 

解： 

⎩
⎨
⎧
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120/)1(

)sincos()()(
2

21
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ϕ

ϕϕϕϕ rrrv
                         图 6-6 

RRttt ϕϕϕϕϕϕϕϕ )sin(cos)cossin()()()( 212111 rrrrvra −++−===  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=

+−−=

120/
120/)1(

)cossin()sincos()( 2
2

1
2

πϕ
πϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
t

RRt rra
 

①M 动点的速度矢量端图 

    t = 0    
120
πϕ = ， 0=ϕ  

11π

6π

π

61π
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           110 120
|)( rrv RRt t

πϕ ===  

    t = 5    
120
6πϕ = ， °= 25.26ϕ  

           
120

6)25.26sin25.26(cos|)( 215
Rt t

πrrv °−°==  

    t = 10   
120
11πϕ = ， °= 90ϕ  

           210 120
11|)( rv Rt t

π
−==  

M 动点的速度矢量端图如图 6-6 所示。 

②    4/45 πϕ =°=  

      161 −=t  

      
120
61πϕ =  

      
120
πϕ =  

a R|)t(
2
2

45 =°=ϕ [(ϕ -ϕ 2)r1-(ϕ +ϕ 2)r2] °=45ϕ|  

      
120120

6112
2
2 2

42
45

R)(R||)t(| ππϕϕϕ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+=°=a  

    045=ϕ
|)t(a 的几何表示如图 6-6（轨迹表示和速度矢量端图表示） 

 
§6-2  点的运动（直角坐标法） 

当点的运动方程 r = r (t)一但给定。则按（6-3a）或（6-3b）可确定点运动时的速度矢

量 )(trv = ；按（6-6a）或（6-6b）可确定点运动时的加速度矢量 )t()t( rva == 。由于

r(t)、 v (t)、a (t)都是三维空间中的矢量。且 r (t)是起始点固定在 O 点的约束矢量<<矢量起

始点被约束不动的矢量称为约束矢量>>，v (t)、a (t)则是自由矢量<<矢量起点可以变化的矢

量称为自由矢量>>。无论是约束矢量，还是自由矢量都可以在矢量起点处的一组（三维空

间是三个）线性无关的矢量线性表示。这一组线性无关的矢量称为矢量表示的基底。而任

意矢量在基底上线性表示的系数称为矢量在该基底上的坐标。对 r (t)、v (t)、a (t)矢量的分

析可采用在一组给定基底上的分析。这样的分析方法称为坐标法。本章中只考虑直角坐标

法和自然坐标法两种基本矢量坐标分析。 
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    所谓直角坐标法是在三维空间的每一点处按矢

量的平行性给出一组三个相互正交的单位长度基底

i、j、k。并给定任一确定不变的点，由该点和该点

处<<通常该点取在 r (t)的起始点处>>一组基底 i、j、
k 构成直角坐标系。若该点标记为 O，则{O；i、j、
k}称为三维空间的一个直角坐标系。且称 O 点为该

坐标系的原点，i、j、k 称为该坐标系的基矢量，而

过 O 点沿 i、j、k 的三条分别与 i、j、k 指向一致的

有向直线称为该坐标系的 x、y、z 坐标轴。如图 6-7
所示。 

对运动的动点的运动学分析，当给定直角坐标系              图 6-7 

{O；i、j、k}，其运动方程 r = r(t)；速度矢量 )(trv = ；加速度矢量 )()( tt rva == 都可以

在{O；i、j、k}坐标系中表示为： 

  kjirr )()()()( tztytxt ++==                    （6-7a） 

kjirv )t(v)t(v)t(v)t( zyx ++==                 （6-7b） 

kjira )()()()( tatatat zyx ++==                  （6-7c） 

（6-7a）称为运动方程的{O；i、j、k}直角坐标系表示的运动方程，x(t)、y(t)、z(t)称为运动

方程 r=r(t)在{O；i、j、k}坐标系中的坐标。对给定的时刻 t、x(t)、y(t)、z(t)完全确定了运

动质点在三维空间中的位置。当将 t 作为 x(t)、y(t)、z(t)坐标的参数时，由 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

                                    （6-8） 

中消去参数 t 所得三维空间的{O；i、j、k}坐标系表示的空间曲线就是运动轨迹。 
    在{O；i、j、k}直角坐标系中，i、j、k 不随位置的变化而改变（即三维空间的每一点

处的 i、j、k 都是相同的）；i、j、k 不随时间的变化而改变（即在任何时刻 i、j、k 也都是

相同的）。因此有 

0=
∂
∂
x
i

； 0=
∂
∂
y
i

； 0=
∂
∂
z
i

； 0=
∂
∂
t
i

 

0=
∂
∂
x
j

； 0=
∂
∂
y
j

； 0=
∂
∂
z
j

； 0=
∂
∂
t
j

                    （6-9） 

0=
∂
∂

x
k

； 0=
∂
∂

y
k

； 0=
∂
∂

z
k

； 0=
∂
∂

t
k
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由（6-7b）式： 

kji
kji

kojoi

kjirv

)()()(
)()()(

)()()()()()(

])()()([)()(

2 tvtvtv
tztytx

otztztytytxtx

tztytx
dt
dtt

yx ++=
++=

+++++=

++==

 

所以有 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

==

==

)()(

)()(

)()(

tz
dt

tdxv

ty
dt

tdxv

tx
dt

tdxv

z

y

x

                      （6-10） 

该式表明速度矢量 v(t)在 v 的起始矢量点处的基底 i、j、
k 上的坐标等于 r(t)在 O 点基底 i、j、k 上的坐标对时间

（参数）的一阶导数。如图 6-8 所示，对直角坐标系{O；

i、j、k}，r=r(t)的坐标与 r(t)在对应轴上的投影相等；v=v(t)
在 i、j、k 基底上的坐标与 v(t)在对应轴上的投影相等。

因此（6-10）式也可以表述为，动点的速度矢量 v(t)在其

起始点处 i、j、k 上的投影等于其对应的运动方程 r(t)在
O 点处 i、j、k 上的投影时间（参数）的一阶导数。               图 6-8 
    由（6-7b）和（6-10）可得 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===

++=++=

||
),cos(;

||
),cos(;

||
),cos(

)()()()()()(|| 2222
2

22

v
kv

v
jv

v
iv

v

zyx

yx

vvv

zyxvvv
       （6-11） 

由（6-7c）式同样可得 

kji

kji
kjia

zyx

zyx

aaa

tvtvtv
tztytx)t(

++=

++=
++=

)()()(

)()()(

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

====

====

====

)()()(

)()()(

)()()(

2

2

2

2

2

2

tz
dt

tzdv
dt

dva

ty
dt

tydtv
dt

dv
a

tx
dt

txdtv
dt

dv
a

z
z

z

y
y

y

x
x

x

t

               （6-12） 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===

++=

||
),cos(;

||
),cos(;

||
),cos(

)()()(|| 222

a
ka

a
ja

a
ia

a

zyx

zyx

aaa

aaa
        （6-13） 

（6-12）式表明加速度矢量 a (t) 在 a 的起始矢量点处的基底 i、j、k 上的坐标等于 r(t)在 O
点基底 i、j、k 上的坐标对时间（参数）的二阶导数。或者表述为，动点的加速度矢量 a(t)
在其起点处 i、j、k 上的投影等于其对应的运动方程 r(t)在 O 点处 i、j、k 上的投影对时间

（参数）的二阶导数。 
    对于动点作平面运动情况，取动点运动平面为 i、j 所在平面。则有： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+==

+==
+==

jira

jirv
jirr

)()()(

)()()(
)()()(

tatat

tvtvt
tytxt

yx

yx                      （6-14） 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

==

)()(

)()(

ty
dt

tdyv

tx
dt

tdxv

y

x

                            （6-15） 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

+=+=

||
),cos(;

||
),cos(

)()()()(|| 2222

v
jv

v
iv

v

yx

yx

vv

yxvv
           （6-16） 

⎩
⎨
⎧

==
==

)()(
)()(

txtva
txtva

yy

xx                             （6-17） 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

+=+=

||
),cos(;

||
),cos(

)()()()(|| 2222

a
ja

a
ia

a

yx

yx

aa

yxaa
          （6-18） 

 
例 6-3  如图 6-9 所示。（质点抛射运动）若动点在{O；i、j}坐标系所在平面的运动方程为： 

jirr )()( 2
00 2

1 gtsintvcostvt −+== αα  

式中 v0 为初速度的大小，α 是初速倾角，g 是重力加速度。求： 
   1．质点的运动轨迹方程。 

    2．质点运动轨迹曲线。 
    3．速度矢量端图。 
    4．v、a 的表达。|a|=？|v|=？ 
解： 
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    1．
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

==

2
0

0

2
1sin)(

cos)(

gttvtyy

tvtxx

α

α
 

消去参数 t 得质点运动轨迹方程 

       )tg1(
)(2

tg 2
2

0

2

αα +−=
v

gxxy  

    2．质点运动轨迹曲线如图 6-9 所示。 

    3． jiv )sin(cos 00 gtvv −+= αα  

       t =0：  |v|=v0             ；   ][ jiv αα sincosv += 0  

          αcos
||

),cos( ==
v

iv xv
 

       αsin0

g
v

t = ：  αcos|| 0v=v             ；  iv αcos0v=  

          1
||

),cos( ==
v

iv xv
 

       αsin
2 0

g
v

t = ：  0|| v=v               ；   )( jiv αα sincosv −= 0  

          αcos
||

),cos( ==
v

iv xv
 

速度矢端图如图 6-9 所示。 

    4． jiv )sin(cos 00 gtvv −+= αα  

       ja g−=  

       2
0

2
0 )sin()cos(|| gtvv −+= ααv  

       g=|| a  
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图 6-9 

 
例 6-14  如图 6-10 所示曲柄连杆滑块机构。若曲柄 OA 绕垂直 oxy 面的过 O 点的轴转动，

且转动规律为 tωϕ = 。试求连杆 AB 上 C 点的运动方程；轨迹方程；速度矢量 v；加速度

矢量 a 及|v|、|a|。 
解： 
    在图示 oxy 坐标系中，C 点的坐标为 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

=+=

tLLy

tLLLx

ωϕ

ωϕϕ

sin
4
1sin

4
1

cos
4
7cos

4
3cos

  （a） 

                   

ji

jir

tsinLtcosL

tytxt

ωω
4
1

4
7

+=

+= )()()(

                          图 6-10 

由（a）式中消去时间参数得 C 点的运动轨迹方程为 

                   1

4
1

4
7 2

2

2

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ L

y

L

x
 

该方程表明 C 点在 oxy 面内的运动轨迹曲线是一椭圆。 

              jirv tLtLtt ωωω cos
4
1sin

4
7)()( +−==  

              jtsinLtcosLtt ωωωω 22

4
1

4
7

−−== ira )()(  

              tsintcosL|| ωωω 2249
4
1

+=v  

ttL ωωω 222 sincos49
4
1|| +=a  

ω是常量

x
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§6-3  点的运动（自然标架法） 
 
    在点的运动直角坐标法中，在三维空间的每一点处构造了完全相同的矢量基底 i、j、k。
并且引入了直角坐标系{O；i、j、k}，将质点的运动表示成依赖时间（参数）的点空间位

置坐标的形式。即 

               
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

 

对于质点的运动，在{O；i、j、k}坐标系中，上式完全刻画了质点的运动方程。且通过对

其的一阶、二除时间导数，也完全刻画了质点的速度矢量 v 和加速度矢量 a。直角坐标法

对质点运动的描述实质上是将依赖时间参数变化的质点坐标与质点的运动联系在一起。对

质点运动的描述除将依赖时间参数变化的质点坐标与质点的运动联系在一起外，还有其它

形式对质点运动的描述。在理论力学中对已知质点运动轨迹时，可取依赖于时间参数的运

动轨迹曲线的弧长来描述质点运动。这种方法称为自然标架法。或称为自然法。 
自然标架法与直角坐标法所不同的是：自然标架法是在运动轨迹曲线上的每一点建立

一组独立的矢量 r1、r2、r3 作为与该点相关的运动学矢量（r、v、a）的一组基底。且这一

组基底依赖运动轨迹的弧长。 
    如图 6-11 所示运动方程 r = 
r(t)在三维空间中唯一确定质点

运动的运动轨迹 OS<<OS 为空

间曲面 ABCD 内的一条空间曲

线。图中 DCBA 为空间曲面在

一平面内上的投影>>。当运动方

程 r=r(t)给定，运动质点的运动

轨迹在三维空间 ABCD 曲面上

的空间曲线 OS 被唯一确定。在

直角坐标系中，该曲线通过给定

坐标系{O；i、j、k}的三个坐标

与时间参数的参数方程 
               x = x (t) 
               y = y (t)                               图 6-11 
               z = z (t) 
唯地表式。考虑 r (t)和 r (t+Δt)所定的质点运动轨迹曲线上两点所确定的微弧长 ds。显然 

])(2)()()()()([
])(2)()()()()([

)]()([)]()([)( 2

kjikji
kjikji

rrrr

ttytxttzttyttx
ttytxttzttyttx

ttttttds

−−−Δ++Δ++Δ+⋅
−−−Δ++Δ++Δ+=

−Δ+⋅−Δ+=
 

将 x (t+Δt)、y (t+Δt)、z (t+Δt)在 t 处按泰勒级数展开为： 
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               )()()( dtodtxtxttx ++=Δ+  

               )()()( dtodtytytty ++=Δ+  

               )()()( dtodtztzttz ++=Δ+  

将展开结果代入(ds)2 的表达式得 

               2222 )()()()( dtzdtydtxds ++=  

               dtzyxds 222 )()()( ++=  

对注意给定的 t0 时刻，r(t0)对应着质点运动轨迹曲线上一点（如图中的 O 点）。以 O 为基准

点，任意时刻 t，r(t)所对应的质点运动轨迹曲线的点与 O 点之间的运动轨迹曲线弧长 S 为 

dtzyx

dsS

zyx

zyx∫

∫
++=

=

),,(

),,(

222

000

0

)()()(

r

r
                       （6-19a） 

或记为 

)(tSS =                                             （6-19b） 

该式称为以时间为参数的运动轨迹曲线的弧长表达式。或称为运动质点的弧长坐标形式的

运动方程。 
    对运动质点，若弧长坐标形式的运动方程给定，则质点的运动轨迹被唯一确定。但运

动质点运动学特征的另外两个量速度矢量和加速度矢量都是具有大小和方向的量。因此速

度矢量 v 和加速度矢量 a 必须在给定的一组（三个）线性无关的基底矢量上表示。在直角

坐标法中，在空间的每一点都给定了一组（三个）基底矢量 i、j、k。且运动质点在运动轨

迹的每一点处的速度矢量 v 和加速度矢量 a 都在其所在点处的一组基底 i、j、k 上被表示为 

               kjiv )()()( tztytx ++=  

               kjia )()()( tztytx ++=  

即速度矢量 v 和加速度矢量 a 用运动质点轨迹的直角坐标系的坐标 
               x = x (t) 
               y = y (t) 
               z = z (t) 
对时间（参数）的一阶导数和二阶导数表示。当运动质点的轨迹用弧长坐标形式给出时，

为了确定质点的速度矢量 v 和加速度矢量 a，则必须给出依赖于弧长的、运动质点轨迹上

每一点处的基底矢量。为此对运动轨迹曲线的几何性质进行分析。 
 
一、自然标架 
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如图 6-12 所示运动质点的 
空间运动轨迹曲线。在 t 时刻 r 
=r(t)确定运动质点处于空间运动 
轨迹的 A 点，其速度矢量为 vA。 
当质点运动到空间运动轨迹上的 
C 点时，其速度矢量为 vC。将 vC 

按自由矢量的平行性，平行移至 Cv′  

时，vA和 Cv′ 构成一平面（m）。同 

样，当质点运动到空间运动轨迹上的 
B 点时，其速度矢量为 vB。将 vB按自 

由矢量的平行性，平行移至 Bv′ ，vA和 

Bv′ 构成一平面（n）。图中可以看出，                        图 6-12 

当弧长 ACAB SS < 时，（n）面可看作是（m）面沿图示θ 的转向转过θ 角而得到。当 B 点

无限接近 A 点时，vA和 Bv′ 所确定的平面（n）无限接近一平面，该平面称为密切面。对于

空间运动轨迹曲线，一般情况下，不同空间运动轨迹上的点的密切面是不相同的。若运动

质点的运动轨迹曲线上每一点的密切面都是同一平面，则称质点的运动为（密切面内）平

面运动。 
对于质点的空间运动，按空间运动 

轨迹曲线定义了空间运动轨迹曲线上每 
一点的密切面。如图 6-13 所示。对空间 
运动轨迹曲线上的任意点，按一半经 ρ 
作该点的与该点相切的密切面内的圆。 
过密切面内圆的圆心及 A 点与密切面正 
交的面称为法平面。由 A 点所确定的密 
切面和法平面可构造另一平面，使三个平 
面两两正交。这样的三个平面构成了 A 点 
处三条交线。即密切面与法平面的交线 
——主法线；第三个面与密切面的交线 
——切线；第三个面与法平面的交线—— 
副法线。切线、主法线、副法线称为 A 点处 
的自然轴。显然对于运动质点的空间运动轨 
迹曲线上的每一点都存在由切线、主法线、                   图 6-13 
副法线构成的自然轴，且运动质点的空间运动轨迹曲线上每一点处的自然轴一般是不相重

合的。 
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    对运动质点的空间运动轨迹曲

线上的每一点，按速度矢量 v 给出

了密切面的几何概念。并由此在空

间运动轨迹曲线的每一点上确定了

切线、立法线、副法线的自然轴。

当在切线、主法线、副法线轴上分

别给定三个单位矢量，则这三个单

位矢量构成一组（三个）基底矢量。

一但质点的运动方程的弧坐标形式

给定<<同时给定弧长的度量起点和

弧长的增加方向>>，则运动方程

r=r(t)也可用弧长表示。即由 S0 到空

间运动轨迹曲线上任意一点的

r=r(t)，由 S0至 St 段的弧长 S 唯一确

定。如图 6-14 所示。因此 
                       

))(( tsrr =                                                 图 6-14 

                       

dt
tds

ds
sd
ts

)()(
))((

r
rv

=

=
 

对运动质点，若引入直角坐标系{O；i、j、k}，由 ds 与直角坐标系中坐标的关系 

dttztytxds 222 )]([)]([)]([ ++=  

可得 

||)]([)]([)]([ 222 v=++= tztytx
dt
ds

 

因此得 

||)(

)()())((

vr

rrv

ds
sd

dt
tds

ds
sdts

=

==
 

该式表明 dr(s)/ds 确定了 v 的单位方向，即 

1)()(
=⋅

ds
sd

ds
sd rr

                                

令： 

τr
=

ds
)s(d

； 1=⋅ ττ  
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则： 

ττvτv v
dt
ds

=== ||              （6-20） 

由 1=⋅ ττ 得 

0=⋅ )(
dt
d ττ  

0=⋅+⋅
dt
d

dt
d ττττ

 

0=⋅ ττ
dt
d

 

ττ
⊥

dt
d

 

令 nτ
=

dt
d

，则 

ds
dv

dt
ds

ds
d

dt
d τττ

===n  

在 t 时刻，ds 可用空间运动轨迹曲线上 r=r(t)
处的密切面内切于 r=r(t)处的半径为 ρ 的微弧

表示，即 

ϕρdds =  

ϕρϕρ d
dv

d
dv ττn ==  

 
因为 ϕρ、、τ 都是密切面内的量。将空间运

动轨迹曲线在 r = r(t)点处的微段向密切面内

投影得空间运动轨迹曲线的密切面内表示如

图 6-15 所示。显然当 )0(0 →Δ→Δ st 时                  图 6-15 

)(td τττ ⊥=Δ  

即 τd 是沿 t 时刻 r = r(t)处密切面内切于 r = r(t)处点切圆的半径 ρ 方位，且指向该切圆的圆

心。记该方向（指向切圆圆心的方向）单位矢量为 n。则 

nnττ τddd == ||  

由图 6-15 的几何关系可得：（ΔACD） 

ϕΔΔ+−Δ++=Δ cos|)(||)(|2|)(||)(||| 222 tttttt τττττ  
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由（6-20）可知： 

|1)(|;1|)(| =Δ+= ttt ττ  

)
2

(sin4)cos1(2|| 22 ϕϕ Δ
=Δ−=Δτ  

当 0→Δϕ 时： 

22 |||| ττ d=Δ ；
22

sin ϕϕ d
→

Δ
； 

ϕdd =|| τ  

最后得： 

nτ ϕdd =  

nτvn
ρϕρ
v

d
d

==
||

 

    通过以上分析，对空间运动质点的运动轨迹曲线弧坐标表示，引入了单位矢量： 

dssd /)(rτ =  

τdd /τn =  
且对空间运动轨迹曲线的每一点 nτ、 都是切线和主法线上的单位矢量。若定义 

nτb ×=  
则由 bnτ 、、 构成空间运动轨迹曲线上每一点处的切线、主法线、副法线上的一组（三个）

两两正交的单位长度基底矢量。且称 });({ bnτ 、、ts 是弧长 s(t)处空间运动轨迹曲线的自

然标架。 
二、自然标架的质点速度矢量 v 和加速度矢量 a 
    当质点的运动方程用弧长为坐标表示为弧长坐标形式 

))(( tsrr =                            （6-21） 

在 t 时刻的速度矢量 v 为 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

===

===

ds
sdv

dt
ds

dt
ds

dt
ds

ds
sdt

)(;||

)()(

rτv

τrrv
                  （6-22） 

在 t 时刻的加速度矢量 a 为 
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nτ

τττ

vra

ρτ

2

2

2

)(

)(

va

dt
d

dt
ds

dt
sd

dt
ds

dt
d

dt
dt

+=

+==

==

 

即： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===

+=

ϕρτ

τ

d
dva

dt
sda

aa

n

n

τn

nτa

;;
2

2

2                 （6-23） 

    在自然标架 });({ bnτ 、、ts 中的速度矢量 v 和加速度矢量 a 的表达式表明： 

    速度矢量 v的大小等于运动质点的弧坐标表示的运动方程 s=s(t)对时间的一阶导数的绝

对值。v 的方向为空间运动轨迹曲线上 s=s(t)点处密切面内的切线方向。 
    加速度矢量可在密切面内的单位速度矢量 τ上和密切面内单位主法线上矢量 n 上被表

示。在 τ上的表示系数为质点运动方程弧坐标表示的切向加速度 τa ；在 n 上的表示系数为

质点运动方程弧坐标表示的法向加速度 an；在 b 上的表示系数为质点运动方程弧坐标表示

的副法向加速度 ab，且 ab=0。切向加速度 τa 等于运动质点的弧坐标表示的运动方程 s=s(t)

对时间的二阶导数；法向加速度 an等于该时刻速度矢量的大小的平方与该时刻空间运动轨

迹曲线上对应点处密切面内的曲率半径的比值。 τ的正方向与 v 的正方向一致；n 的正方

向为密切面内指向曲率中心的方向（即指向空间运动曲线凹的一侧）。加速度矢量 a 的大小

为 

22 )()(|| naa += τa                         （6-24） 

加速度矢量 a 与 n 的夹角的正切值为 

na
a ||

tg τθ =                            （6-25） 

    当质点的运动轨迹曲线是平面曲线时，以上给出的弧坐标表示的质点运动方程；运动

质点的速度矢量 v；运动质点的加速度矢量 a 的表达式，形式上未发生变化。所不同的是，

若质点运动轨迹曲线所在的面为 oxy 面，则 b=k。而 τ、n 都是 oxy 面内的单位矢量。后文

中如无特别说明，质点都是作 oxy 面内的平面运动。 
 
三、自然标架法例 
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    例 6-5  如图 6-16 所示小环 M 同时活套在半径为 R 的固定大圆环和绕过 O 点垂直与圆

环所在平面的轴转动的摇杆 OA 上。摇杆 OA 过 O 点轴以 tωϕ = （ω为已知常数）转动。

若运动开始时（t=0），摇杆位于图示水平位置。试求小环 M 在 t 时刻的速度矢量 v 和切向

加速度 τa 、法向加速度 an。 

解： 
    首先确定小环 M 的弧坐标表示的运动方程。 
    1．确定弧坐标表示的起始弧长度量点：取 t=0
时，小环 M 在运动轨迹曲线上的点为 S0，如图 6-16
所示。 
    2．规定质点运动时弧长度量的正方向：取由

S0逆时针转向的弧长增加方向为正方向，如图 6-16
所示。 
    3．确定质点的运动的弧坐标表示的方程。 
   （a）由于质点的运动为圆周运动，因此由几

何关系直接得到： 

tRRS ωϕ 22 ==  

   （b）对非圆周运动的质点，可通过引入                       图 6-16 
直角坐标来确定。在图 6-16 所示直角坐标系中有： 

tRRx ωϕ 2cos2cos ==  

tRRy ωϕ 2sin2sin ==  

dtRdtyxds ω2)()( 22 =+=  

tRdtRts
t

ωω 22)(
0

== ∫  

    4．确定小环的速度矢量 v： 

ττv ωRts 2)( ==  

    5．确定小环的切向加速度 τa 和法向加速度 an： 

0)( == tsaτ  

222 4/)2(/ ωωρ RRRvan ===  

 
例 6-6  如图 6-16 所示一曲柄摇杆机构。曲柄 OA 绕 O 轴逆时针方向转动。其转过ϕ角与

x
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时间 t 的关系为 t
4
πϕ = 。若

mOA 1= ； mOO 11 = ；

mBO 4.21 = 。试求 B 点运动方

程、速度矢量和加速度矢量。 
解： 
    在 B 点的运动过程中 B 点与

O1 点的距离保持不变。因此 B 点

的运动轨迹曲线是以 O1 为圆心的

圆周运动。如图 6-16 所示。取 S0

为运动方程弧坐标表示的起始点，则： 

                   )m(3.02.11 tBOS πϕθ ===  

                   s/m3.0|| π== vS                   图 6-16 

                   0=S  

                   m4.2=ρ  

                   )s/m(3.0 τv π=      

v = 0.9425m/s 
                   

)s/m(
80
3 22nnτa πτ =+= naa      

a = 0.3701 m/s2  
例 6-7  一沿半为 R 的圆周运动的动点 M，如图

6-17 所示。其速度矢量 v 与加速度矢量 a 之间夹

角保持不变。试求： 
    1．以圆心角参数表示的速度矢量 v 的表达式。 
    2．用时间参数表示的速度矢量 v 的表达式。 
解： 
    质点作圆周运动，其弧坐标形式的运动方程

为： 

                   )()( 0θθ −= Rts  

    ∵             kav =/   （k 为常数） 
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                   Rva /2=                                   图 6-17 

                   v 与 τa 共线 

    ∴             kaa n =/τ  

    1．            
R

kv
dt
dv 2

=  

                   
R

kv
dt
ds

ds
dv 2

=  

                   
R

kv
RRd

dvv
2

0 )(
=

− θθ
 

                   kv
d
dv

=
θ

 

                   ∫∫ =
θ

θ
θ

00

kd
v
dvv

v
 

                   )()/ln( 00 θθ −= kvv  

                   )(
0

0θθ −= kevv  

    2．            
R

kv
dt
dv 2

=  

                   ∫∫ =
tv

v
dt

R
k

v
dv

02
0

 

                   )/( 00 ktvRvv −=  

    例 6-8  如图 6-18 所示，质点 M 以初速度 v0和仰角α 开始运

动。在图示直角坐标系中的运动方程为： 

                   αcos)( 0tvtx =  

                   2
0 2

1sin)( gttvty −= α  

试求质点的 t 时刻切向加速度 τa 、法向加速度 an 和运动轨迹曲线的曲率。   图 6-18 

解： 

x
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dtgtvvdttytxds 2
0

2
0

22 )sin()cos()()( −+=+= αα  

2
0

2
0 )sin()cos(/ gtvvdtdsv −+== αα  

v
gtvg

gtvv

gtvg
dt
dva

)sin(

)sin()cos(

)sin( 0

2
0

2
0

0 −−
=

−+

−−
==

α

αα

α
τ  

2
3

2

22
1

1

/

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=± −

dx
dy

dxydρ  

α
α

cos
sin

/
/

0

0

v
gtv

dtdx
dtdy

dx
dy −

==  

02
00

0

0

0
2

2

<
−

=
−

−=
−

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

)cosv(
g

cosv
cosv/g

cosv
cosv/g

dt/dx

dt/)
dx
dy(d

dx
dy

dx
d

dx
yd

αα
α

α
α

 

2
3

2

0

0

22
01

cos
sin

1

cos

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

=−

α
α

α
ρ

v
gtv

v
g

 

[ ]
α
α

ρ
cos
sin2)(

0

2
3

22
0

2
0

gv
tggtvv −−

=  

[ ]
[ ]

α
α

ααα
ρ

cos
sin2)(

)sin()cos(cos 0

2
3

22
0

2
0

2
0

2
00

2

g
v
v

tggtvv

gtvvgvvan =
−−

−+
==  

ggtvv
v
gaaa n =−+=+= 2

0
2

0
22 )sin()cos()()( αατ  

最后得： 

v
gtv

a
−

−=
α

τ
sin0 ； αcos0 g

v
v

an =  

[ ]
α
α

ρ
cos
sin2)(

0

2
3

22
0

2
0

gv
tggtvv −−

= ；    
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a = g 
 


