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第九章  刚体的平面运动 
 
§9-1  刚体平面运动的运动方程 
 

在第七章中讨论了刚体的两种基本运动，刚体的平动运动和刚体绕固定轴的定轴转动

运动。同时通过对刚体的两种基本运动分析给出了刚体作平动运动和绕固定轴的定转动运

动时，刚体内任意点的速度矢量和加速度矢量的计算表达式。除上述两种刚体的基本运动

形式外，另一种常见的刚体运动形式是刚体的平面运动。刚

体平面运动的研究具有两个方面的意义。其一是其实际应用

意。在实际工程中许多机构的运动是平面运动或可简化为平

面运动；其二是理论基础作用。平面运动分析理论和研究方

法为处理和分析研究刚体更复杂的运动形式提供了必要的

基础。 
    平面运动：在刚体的运动中，若惯性参考系中存在一个

确定的平面Ⅰ，使得刚体在运动过程中，刚体内任意一点 M
到平面Ⅰ的距离保持不变。则刚体的运动称为平面平行运

动。或简称为平面运动。 
如图 9-1 所示，位与刚体上的 M 点在运动过程中保持

到 I 面的距离不变。且刚体上任意点都具有与 M 点相似的这

一运动特征，刚体的这种运动为平面运动。与Ⅰ平面垂直的           图 9-1 
直线上刚体的所有点具有相同的运动特征（位移，速度矢量，加速度矢量）。 
《证明；设 t 时刻作刚体平面运动刚体上 M 点

的位置矢量为 )(tMr ； tt Δ+ 时刻（ M ′点）

的位置矢量为 )( ttM Δ+r 。在 t 时刻取与Ⅰ面

垂直的直线上刚体（异于 M 点）N 点。其位

置矢量为 )(tMr ； tt Δ+ 时刻（ N ′点）的位

置矢量为 )( tt Δ+Nr 。对刚体作刚体平面运动

时（见图 9-2）》 

PMMP ′′= ； NMNM ′′= ； PNPN ′′=  

)()( ttt NNN rru −Δ+=  
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MMM ttt urr =−Δ+= )()(  

S

M
Ⅱ

Ⅰ

ⅠP'

P

N'

M'

N uN

rN(t+△t)
rN(
t)

rM(t+
△t)

rM
(t
)

M
uM



 2

t
ttt NN

tN Δ
−Δ+

=
→Δ

)()(
lim

0

rr
v  

t
MNtNMtt MM

t Δ
+−′′+Δ+

=
→Δ

])([)(lim
0

rr
 

M
MM

t t
ttt vrr
=

Δ
−Δ+

=
→Δ

)()(lim
0

 

>>===            M
MN

N dt
d

dt
d

avv
a  

因此作刚体平面运动的刚体上任意平行固定面Ⅰ的平面（Ⅱ、Ⅲ、…）所截刚体的交面的

运动完全相似。各不同截面（Ⅱ、Ⅲ、…）上对应点的位移矢量、速度矢量、加速度矢量

相同。即刚体的平面运动分析简化为与Ⅰ面平行的任一平面与刚体的交面（或者称为平截

面）在其自身平面内的运动分析。如图 9-1 中Ⅱ平面上的 S 平截面。S 的运动代表了刚
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图 9-3  
体的平面运动，且 S 平面被视为刚体。本章所涉及的机构中各刚体的运动均为刚体的平面

运动（且刚体的平动运动和刚体的定轴转动运动视为刚体

平面运动的两种运动特殊运动。即所涉及的刚体平动运动

和刚体的定轴转动运动同时具有刚体平面运动的属性）。

所分析机构的示意图均为上述 S 平截面内的几何示意图。

如图 9-3（a）所示的车轮沿直线轨道的滚动运动；图 9-3
（b）所示的曲柄连杆机构的运动；图 9-3（c）所示行星

齿轮 O1 的运动等。 
取平载面 S，并在 S 所在平面内建立与固定面Ⅰ固建

在一起的坐标系 oxy。如图 9-4 所示。由于刚体上任意两              图 9-4 
点之间的距离保持不变。因此在任意时刻 t，S 平截面在 oxy 面内的位置完全由其内两点O′，
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M 两点的位置（或者说由直线段O′M）所确定。平面上两点具有四个自由度，而引入两点

之间距离保持不变（刚体特征所要求的）约束条件。由此可知，S 平截面在 oxy 平面内的

运动具有三个自由度。即 S 图形的 oxy 平面内的运动可由三个参数完全描述。这三个参数

的选取具有任意性（因为O′、M 点的选取具有任意性）。如可选取O′、M 点在 oxy 坐标系

的坐标 0′x ， 0′y 、 Mx 、 My 及两点之间距离 d 为常数的约束条件，即： 
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但由于上述参数选择中带有约束条件，这给刚体平面运动的分析带来了不便。为避免附加

约束条件带来的不便，在选取描述直线段 MO′ 运动的三个参数时，过O′点作 ox 轴的平行

线 l。并设 MO′ 直线段与 l 直线的夹角为ϕ。ϕ角的起始度量为 lO′ 射线，其转向为由 x

轴正向转向 y 轴正向（图 9-4 中为逆时针转动）为正。反之为负。由于ϕ参数的引入，有

下述关系： 
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将（b）式代入（a）式得 
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该式表示在任意时刻 t，只要 0′x 、 0′y 、ϕ给定。则 S 平截面的位置被唯一确定。因此对 S

平截面在 oxy 面内的平面运动的三个参数可取为 
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0′x 、 0′y 、ϕ作为时间参数 t 的单值连续函数，完全描述了 oxy 面内 S 平截面的平面运动。

因此（9-1）式称为刚体平面运动的运动方程。在应用（9-1）式的刚体平面运动方程时，

应当特别注意参数ϕ（t）的起度量和其正负。 
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§9-2  平面运动的分解 
 

    刚体平面运动的运动方程（9-1）中的 0′x 、 0′y 是o′点在固定面内 oxy 坐标系中的坐标。

坐标系{0；i, j}称为固定坐标架。刚体的平面运动分析被简化为 S 平截面相对{0；i, j}固定

坐标架的运动。在 S 平截面上任选一点 A（基点），并且在 S 平截面上建立坐标系{A；e1, e2}。
坐标系{A；e1, e2}称为固连坐标架。这样刚体的平面运动就被看作为固连坐标架{A；e1, e2}
相对于固定坐标架{o；i, j}的运动。此时刚体平面运动的运动方程： 
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实质上是基点 A 相对固定坐标架的运动方程和 e1 相对 i 转过的转角方程。 
    为了研究刚体的平面运动，除固定坐标架{0；i, j}和固连坐标架{A；e1, e2}外。在引入

一个中间坐标架{A；i, j}。中间坐标架{A；i, j}的坐标原点就是固连坐标架的原点，即基点

A。该坐标架的单位基矢量就取为固定坐标架的单位基矢量。且称这一中间坐标架为平动

坐标架。 
    在刚体平面运动分析时，引入了固定坐标架{0；i, j}；固连坐标架{A；e1, e2}；平动坐

标架{A；i, j}。在这三个坐标架下，刚体的平面运动（确切地说是作平面运动刚体上 S 平

截面的运动）可以看作为：S 平截面随基点 A 处平动坐标架{A；i, j}相对固定坐标架{0；i, j}
的平动运动和固连坐标架{A；e1, e2}相对平动坐标架绕基点 A 的定轴转动《过基点 A 且垂

直于 S 平截面的轴相对固定坐标架{0；i, j}不是固定轴，但相对平动坐标架{A；i, j}是固定

轴》。或者说在固定坐标架{0；i, j}；固连坐标架{A；e1, e2}；平动坐标架的框架中，刚体

平面运动时 S 平截面的运动被分解为：随基点 A 的平动运动和绕基点 A 的转动运动。刚体

平面运动的运动方程中 
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给出了 S 平截面随基点 A 的平动运动方程；刚体平面运动的运动方程中 

)(tϕϕ =  

给出了 S 平截面绕基点 A 转动运动方程（转角方程）。 
如图 9-5 所示。圆轮作纯滚动（平面）运动时，固定坐标架{0；i, j}；固连坐标架{A；

e1, e2}；平动坐标架{A；i, j}在ϕ转动 π
4
3

− 和 π
12
19

− 时，两种不同基点 A 的选取情况的几

何示意图。见图（a）、图（b）。图（c）给出了（a）图中基点 A 的选取及 πϕ
4
3

−= 时的 S

平截面平面运动分解为随基点平动坐标架{A；i, j}的平动运动和固连坐标架{A；e1, e2}绕基 



 5

(a)

j

O i

j

ie1

e2

A
j

A
i

A

j
i

e1
e2

e1

e2

75°

135°
j

iO

i

j
j

i
i

j

(b)e2

e1

e1 e2

e1

e2

A
A

A

(c)A
A

A(ψ=0)

A(ψ=-130)

合 成

分 解

13
5°

点 A 的转动运动示意图。                 图 9-5 
由上述作纯滚动圆轮的平面运动分析可以看到，基点选取的不同，平动坐标架{A；i, j}

相对固定坐标架{0；i, j}的平动运动的平动速度矢量和平动加速度矢量也就不同。或者说不

同的基点选取，其基点的速度矢量和加速度矢量不同。因此在对刚体平面运动分析时，基

点的选取将直接影响刚体平面运动分析的繁简。 
 

§9-3  求 S 平截面内各点速度的基点法 
 
    对于作刚体平面运动的刚体，一旦选定了 S 平截面，并给定固定坐标{0；i, j}；固连坐

标架{A；e1, e2}；平动坐标架{A；i, j}。则 S 平截面内点的速度矢量加速度矢量均可通过点

的合成运动分析确定。本节通过点的合成运动分析，给出 S 平截内点的速度矢量。并给出

刚体平面运动分析中速度矢量分析的基本方法之一——基点法。 
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    如图 9-6 所示。在 S 平截面上任取一动点 M。为求动点 M 的速度矢量 Mv ，建立如图

9-6 所示固定坐标架{0；i, j}；固连坐标架{A；e1, e2}；平动坐标架{A；i, j}。三个坐标架的

另一个正交单位基矢量为 k（图 9-6 中为垂直低平面指向外）。其矢量 e1、e2 与 i、j 满足。 
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动点 M 相对固定坐架标的速度矢量（绝对速度矢量）为： 
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M
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    由于ξ 、η是位置矢量 r 在固

连坐标架{A；e1, e2}中的坐标。在

S 平截面运动过程中ξ 、η保持不

变。但 e1、e2两个基矢量在 S 平截

面运动过程中虽然大小不变，而其

方向时间变化。因此：                                        
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∴                     MAAAM vvrωvv +=×+=                        （9-2） 

该式中 Av 为基点 A 相对固定坐标架{0；i, j}的速度矢量。同时 Av 也是平动坐标架{A；i, j}

的速度矢量。对动点 M 而言 rω× 是动点 M 相对平动坐标架{A；i, j}的相对速度矢量。因

此（9-2）式在固定坐标架{o；i, j}、固连坐标架{A；e1, e2}、平动坐标架的框架下表明：动

点 M 在随 S 平截面作刚体平面运动的任意时刻，其速度矢量 Mv 等于基点 A 相对固定坐标

架{0；i, j}的基点速度矢量 Av 与动点 M 相对平动坐标架{A；i, j}的相对转动速度矢量 MAv 的

矢量和。且对作刚体平面运动刚体的上点，利用（9-2）式确定该点速度矢量的方法称为基

点法（或称为合成法）。 
由（9-2）式可以看出，S 平截面

动点 M 的速度矢量 Mv 与基点 A 的选

取有关。对 S 平截面而言，其上各点

的速度矢量是相同的。因此选取 S 平

截面上的不同点为基点时，基点的速

度矢量将不相同。即 S 平截面随基点

的平动速度矢量与基点的选取有关。

但 S 平截面相对平动坐标架{A；i, j}
的角速度矢量 ω与基点的选取无关。

如图 9-7 所示，S 平截面上动点 M。针

对动点 M 取二组坐标架： 
{0；i, j}、{A；e1, e2}、{A；i, j} 

{0；i, j}、 },;{ 1 2eeA 、 },;{ jiA  

分别对应基点 A 和基点 A 。 

    对第一组坐标架，以 M、 A 为动点则                     图 9-7 

rωvv ×+= AM                                （a） 

rωvv ′×+= AA                               （b） 

对第二组坐标架，以 M 为动点。则 

rωvv ×+= AM                              （c） 

将（a）、（b）式代入（c）式得： 
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rωrωvrωv ×+′×+=×+ AA  

rωrrω ×=′−× )(  

rωrω ×=′×  

由于 A 选取的任意性， r 是任意选定的矢量。因此有 

ωω =                                （d） 
该式表明相对平动坐标架{A；i, j}，S 平截面转动的角速度矢量 ω 与基点选取无关。同时

由于： 

ωα =      ；    ωα =  

αα =  
即相对平动坐标架{A；i, j}，S 平截面转动的角加速度 α也与基点选取无关。 
例题 9-1 如图 9-8 所。半径为 R 的在水平面上作纯滚动运动圆轮。若轮心的速度矢量为 u。
试求图示瞬时 AB 线上各点速度矢量（并画在图上）。 
解： 
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图 9-8 
轮心作直线运动。其运动方程为： 
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⎧
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=

Ry
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c

c ϕ
 

ϕRxc −==|| u  

R
u

−== ϕω     ；  （负号表示转动为顺时针） 

该式表明：圆轮（盘、柱）作纯滚动运动时，轮（盘、柱）心速度矢量的大小等于半径与

转动角速度矢量大小的乘积。 
    以 M 为动点，C 为基点。则： 

rωvv ×+= cM  
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) ( jki r
R
uu ×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=  

ii  
R
ruu +=  

    当 r = R 时；    uvM 2= ； 

    当 r = 0 时；     uvM = ； 

    当 r = -R 时，    0=Mv 。 

其 AB 线上速度矢量分布如图 9-8（b）所示。图 9-8（b）
中还给出了圆轮平面运动时的（本例中为沿直线的纯滚

动）A、B 两点连线上各点的刚体平动运动和刚体绕平动

坐标架的转动运动分解示意图。 
例 9-2：试证明平面运动刚体上 S 平截面上任意两点 AB

的速度矢量 Av 、 Bv 在 A、B 两点连线上的投影相等。 

证： 
    如图 9-9 所示作矢量：                                    图 9-9 

|| AB
AB

=l  

选取 A 点为基点，B 点为动点。则： 

ABaB ×+= ωvv  

等式两边点乘 l，得： 

)( ||lωlvlvl ABAB ×⋅+⋅=⋅  

∵                     0llωll =×⋅=×⋅ |AB|)|AB|ω ()(  

∴                     AB vlvl ⋅=⋅  

或                    ABAABB ][][ vv =  

该式也称为速度投影定理。 

例 9-3：如图 9-10 所示。椭圆规尺 A 端滑块以大小为| Av |的速度水平向右运动。若已知 AB

杆长为 l，AB 杆与水平线的夹角为ϕ。试 B 端滑块的速度矢量 ?=Bv ，AB 杆的角速度 ?=ω  

S

vA vBB

A
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解： 
一、基点法：取 A 为基点，B 为动点。则由： 

rωvv ×+= AB  

在 B 点处画出速度分析图。如图 9-10 所示。建

立局部坐标系 ξηB 。 
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Bv 方向向上，大小为 ϕctgvv AB = 。                               图 9-10 

二、投影法 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ϕπϕ

2
cosvcosv BA  

ϕctgvv AB =  

通过本例可以看出：当已知 S 平截面上一点速度大小和方向，并已知另一点速度矢量

线的方位时，直接应用投影法很容易求 S 平截面上一点的速度矢量的大小。但投影法的投

影式（9-3）不能直接用来求解 S 平截面转动的角速度ω。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

vBA=ω×r

ψ ξ

η

B
vA

ω

ψ
vA

A
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§9-4  求平面运动图形内各点速度的瞬心法  
 

研究平面图形上各点的速度，除基点法和投影法外，更常用的还有用瞬心法。本节给

出求平面运动图形内各点速度的瞬心法。 
一：平面运动图形的速度瞬心 

    定理：一般情况，在每一瞬时，平面图形上都唯一地存在一个速度为零的点。 
    证明：设有一个平面图形 S，如图 9-11 所示。取图形上的

点 A 为基点，它的速度为 vA，图形的角速度的绝对值为ω，转

向如图所示。图形上任一点 M 的速度矢量可按下式计算： 

MAAM vvv +=  

    如图 9-11 所示。点 M 与 vA的垂线 AN 上（由 vA到 AN 的转

向与图形的转向一致），由图中看出，vA和 vMA在同一直线上，

而方向相反，故 vM的大小为： 

AMωvv AM ×−=  

    由上式可知，随着点 M 在垂线 AN 上的位置不同，vM的大

小也不同，因此总可以找到一点 C，这点的瞬时速度等于零。令                                      

ω
vAC A=                                  图 9-11 

则 

0ωACvv AC =×−=  

于是定理得到证明。在某一瞬时，平面图形内速度等于零的点称为瞬时速度中心，或简称

为速度瞬心。 
二：平面运动图形内各点的速度及其分

布 
    根据上述定理，每一瞬时在平面运动的

图形内都存在速度矢量等于零矢量的一点

C，即 vC=0。选取点 C 作为基点，图 9-12
（a）中 A、B、D 等各点的速度为： 

ACACCA vvvv =+=  

BCBCCB vvvv =+=  

DCDCCD vvvv =+=                        图 9-12 

由此得结论：平面运动图形内任一点的速度等于该点随图形绕瞬时速度中心（速度瞬心）

转动的速度。 

ω

VMA

VCA

A
VA

VA

S

N

C

M

ω
C

VA

C

(b)

D

A

B

VB

VD

ω

(a)
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    由于平面图形绕任意点转动的角速度都相等，因此平面运动图形绕速度瞬心 C 转动的

角速度等于图形绕任一基点转动的角速度，以ω表示这个角速度，于是有： 

ACωvv ACA ×==  

BCωvv BCB ×==  

DCωvv DCD ×==  

由此可见，平面运动图形内各点速度矢量的大小与该点到速度瞬心的距离成正比。速度矢

量的方向垂直于该点到速度瞬心的连线，指向图形转动的一方，如图 9-12（a）所示。 
    平面运动图形上各点速度在某瞬时的分布情况，与图形绕定轴转动时各点速度的分布

情况类似，如图 9-17（b）所示。因此，平面运动图形的运动可看成为绕速度瞬心的瞬时转

动。 
    应该强调指出，刚体作平面运动时，在每一瞬时，图形内必有一点为速度瞬心；但是，

在不同的瞬时，速度瞬心在图形内的位置是不同的。 
综上所述可知，如果已知平面运动图形在某一瞬时的速度瞬心位置和角速度，则在该

瞬时，图形内任一点的速度矢量可以完全确定。 
在解题时，根据机构的几何条件，确定速度瞬心位置的方

法有下列几种： 
   （1）平面运动图形沿一固定表面作无滑动的滚动，如图 9-13
所示。平面运动图形与固定面的接触点 C 就是图形的速度瞬心，

因为在这一瞬时，点 C 相当于固定面的速度为零，所以它的绝

对速度等于零。在轮滚动的过程中，轮缘上的各点相继与地面

接触而成为车轮在不同时刻的速度暧心。 
   （2）已知图形内任意两点 A 和 B 的速度的方向，如图 9-14         图 9-13 
所示，速度瞬心 C 的位置必在每一点速度的垂线上。因此在图 9-14 中，通过点 A，作垂直

于 vA方向的直线 Aa；再通过点 B，作垂直于 vB方向的直线 Bb。设两条直线交于点 C，则

点 C 就是平面图形的速度瞬心。 

b
a

C

VA
O

B

A

VB
 

图 9-14 
   （3）若平面运动图形上两点 A 和 B 的速度矢量相互平行，并且速度矢量的方向垂直于

v

C
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两点的连线 AB，如图 9-15 所示。则速度瞬心必定在 A、B 两点连线 AB 与速度矢量 vA和

vB端点连线的交点 C 上《参看图 9-12（b）》。因此，欲确定图 9-15 所示齿轮的速度瞬心 C
的位置，不仅需要知道 vA和 vB的方向，而且还需要知道它们的大小。 

C

A

B

VB

VA

B VB

VA

C

A

(a) (b)  
图 9-15 

当 vA和 vB同向时，图形的速度瞬心在 AB 的延长线上，如图 9-15（a）所示；当 vA和 vB反

向时，图形的速度瞬心 C 在 A、B 两点之间如图 9-15（b）所示。 
   （4）某一瞬时，平面运动图形上 A、B 两点的速度矢量相等，即 vA=vB 时，如图 9-16
所示。这种情况下平面运动图形的速度瞬心在无限远处。在该瞬时，图形上各点的速度分

布如同平面图形作刚体平动的情形一样，因此称瞬时平动。必须注意，此瞬时各点的速度

虽矢量然相同，但加速度矢量不一定不同。 

A4A2 VO

V4

V1

V2

O

VB C
A1

ω
VA

O

B

A

A3 V3

 

图 9-16                                      图 9-17 
    例 9-4：车厢的轮子沿直线轨道滚动而无滑动，如图 9-16 所示。已知车轮中心 O 的速

度为 vO。当半径 R 和 r 为已知时，试求轮上 A1、A2、A3、A4 各点的速度。（其中 A2、O、

A4 三点在同一铅直线上。） 
    解：因为车轮只滚动无滑动，故车轮与轨道的接触点 C 就是车轮的速度瞬心。令 ω为
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车轮绕速度瞬心转动的角速度，由 rωvO = ，从而求得车轮的角速度的转向如图 9-17 所示。

其大小为： 

r
v

ω O=  

图 9-17 中各点的速度分为： 

O11 v
r

rRωCAv −
=×=  

O

22

22 v
r

rRωCAv +
=×=  

O33 v
r

rRωCAv +
=×=  

O

22

44 v
r

rRωCAv +
=×=  

各点速度的方向分别垂直于 A1C、A2C、A3C 和 A4C，指向如图 9-17 所示。 
例 9-5：如图图 9-18 所示。已知 A 点速度矢量 vA。试用瞬心法求 B 点速度矢量 vB ＝？ 
解：分别作 A 和 B 两点速度矢量的垂线。两条直线

的交点 C 就是平面运动图形 AB 的速度瞬心，如图

9-18 所示。平面运动图形 AB 的角速度为： 

ϕlsin
v

AC
v

ω AA ==  

B 点的速度为： 

ϕcotvv
AC
BCωBCv AAB ==×=  

用瞬心法也可以求平面运动图形内任一点的速度。              图 9-18 
例如杆 AB 中点 D 的速度矢量的大小为： 

ϕϕ 2sin
v

lsin
v

2
lωDCv AA

D =⋅=×=  

D 点速度矢量的方向垂直于 DC，且朝向平面运动图形转动的一方。 
    由以上各例可以看出，用瞬心法解题，其步骤与基点法类似。前两步完全相同，只是

第三步要根据已知条件，求出图形的速度瞬心的位置和平面图形转动的角速度，最后求出

各点的速度。 
    对于由几个平面运动图形组成的平面机构，则可依次对每一平面运动图形，按上述步

骤进行，直到求出所需的全部未知量为止。应该注意，每一个平面运动图形有它自己的速

度瞬心和角速度。因此，每求出一个瞬心和角速度，应明确标出它是哪一个平面运动图形

VA

VD

y

D

ω

x
ψ

B

O

C

A

VB
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的瞬心和角速度，决不可混淆。 
例 9-6 矿石轧碎机的活动夹板 AB 长 600mm，由曲柄 OE 借连杆组带动，使它绕 A 轴摆动，

如图 9-19 所示。曲柄 OE 长 100mm，角速度为 10rad/s。连杆组由杆 BG、GD 和 GE 组成，

杆 BG 和 GD 各长 500mm。求当机构在图示位置时，夹板 AB 的角速度。 
解：此机构由五个刚体组成：杆 OE、GD 和 AB 绕各自固定轴作定轴转动运动；杆 GE 和

BG 作平面运动。欲求杆 AB 的角速度 ABω ，必须先确定点 B 的速度大小，因为
AB
vω B

AB = ；

而欲求 vB，则应先求点 G 的速度。 
    杆 GE 作平面运动，点 E 的速度方向垂直于 OE，点 G 在以 D 为圆心的圆弧上运动，

因此速度 vG的方向垂直于 GD。作 G、E 两点速度矢量的垂线，交于点 C1（图示瞬时杆 GE
杆的速度瞬心）。 

C1

VE

ω

ωGE

ωAB

75°

15°

VG

E

15°

G

ωBG
C2

D

B

O

A

VB

 
图 9-19 

由图中几何关系得： 

mm4.92915sin800 =°+= GDOG  

mmOEcotOGOEOCEC 33691511 =−°×=−=  

mm3591
15sin1 =
°

=
OGGC  

由此得杆 GE 的角速度为： 
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s/rad.
EC

OE
EC
vE

GE 29680
11

=
×

==
ωω  

G 点的速度 vG的大小为： 

m/s1.066GCωv 1GEG =×=  

    杆 BG 同样平面运动。求得了 G 点的速度大小和方向，并知道了 B 点的速度必垂直于

AB。作两速度矢量的垂线交于点 C2（杆 BG 在图示瞬时的速度瞬心）。按照 vG相同的计算

方法可求得： 

2

G
BG GC

v
ω =  

°==×= cos60v
GC
BCvBCωω G

2

2
G2BGB  

rad/s0.888
AB

cos60v
AB
v

ω GB
AB =

°
==  

    由此可以看出： 
   （1）机构的运动都是通过各部件的连接点来传递的； 
   （2）在每一瞬时，机构中作平面运动的各刚体有各自的速度瞬心和角速度。 
    求解此题用速度投影定理将更为简单，读者可自己试作。 
 
§9-4  用基点法求平面图形内各点的加速度 
 

现在讨论平面运动图形内各点的加速度。如图

9-20 所示平面运动图形 S 的运动可分解为两部分：（1）
随同基点 A 的平动（牵连运动）；（2）绕基点 A 的转

动（相对运动）。于是，平面图形内任一点 B 的运动也

由这两种运动合成，其加速度可以用加速度合成定理

求出。因为牵连运动为平动，点 B 的绝对加速度等于

牵连加速度与相对加速度的矢量和。 
定理：平面图形内任一点的加速度等于基点的加

速度与该点随图形绕基点转动的切向速度和法向加速

度的矢量和。（证明略） 
由于牵连运动为平动，点 B 的牵连加速度等于基             图 9-20 

点 A 的加速度 aA；点 B 的相对加速度 aBA是该点随图形绕基点 A 转动的加速度，可分为切

向加速度与法向加速度两部分。于是用基点法求点的加速度合成公式为：                             

n
BABAAB aaaa ++= τ                       （9-3） 

aBA

aBA

aB"

α
aA

aBA

aA

α

B

A

S
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式（9-2）中，
τ
BAa 为点 B 绕基点 A 转动的切向加速度，方向与 AB 垂直，大小为： 

αABa τ
BA ⋅=  

α 为平面运动图形的角加速度。
n
BAa 为 B 点绕基点 A 转动的法向加速度，指向基点 A，大

小为： 

2ω⋅= ABa n
BA  

ω为平面运动图形的角速度。 
    式（9-3）为平面运动图形内任意点的各加速度矢量间的矢量等式，通常可向两个正交

的坐标轴投影，得到两个投影方程，用以求

解两个未知量。 
例 9-7  如图 9-21 所示。在外啮合行星齿轮

机构中，系杆 O1O = l，以匀角速度 1ω 绕 O1

转动。大齿轮 II 固定，行星轮 I 半径为 r，
在轮 II 上只滚不滑。设 A 和 B 是轮缘上的

两点，点 A 在 O1O 的延长线上，而点 B 则

在垂直于 O1O 的半径上。试求点 A 和 B 舞

蹈速度。 
解：轮 I 作平面运动，其中心 O 的速度和加

速度分别为： 

1lωvO =   

2
1O lωa =                                    图 9-21 

选点 O 作为基点。由题意知，轮 I 的速度瞬心在两轮的接触点 C 处。设轮 I 的角速度为ω，

则： 

1ωω
r
l

r
vO ==  

因为 1ω 为不变的恒量。所以 ω也是恒量，因此轮 I 的角加速度等于零。即： 

0== ττ
BOAO aa  

A、 B 两点相对于基点 O 的法向加速度分别沿半径 OA 和 OB，指向中心 O，它们的大小为： 

2
1

2
2 ωω

r
lraa n

BO
n
AO ===  

"
"aBO

aB

a0
aA0

a0
O

θ

Ⅰ

Ⅱ

ω1

B
A

O1

a0

C
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由（9-3）式可确定 A 点的绝对加速度： 

2
1

2
1

2
2
1 ωωω l

r
llaaa n

AOOA =+=+=  

其方向沿 OA，指向 O。 
B 点的加速度大小为： 

2
2
1

22 1)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+=

r
llaaa n

BOOB ω  

其与半径 OB 间的夹角为： 

l
rarctan

r
l
larctan

a
a

arctan n
BO

O ===
2
1

2

2
1

ω

ω
θ  

例 9-8：如图 9-22 所示。在椭圆规的机构中，曲柄 OD 以匀角速度ω 绕 O 轴转动。

OD=AD=BD=l。求当 °= 60ϕ 时，杆 AB 的

角加速度和点 A 的加速度。 
解：曲柄 OD 绕 O 轴转动； 

杆 AB 作平面运动。 
    取杆 AB 上的点 D 为基点。则： 

laD
2ω=  

其的方向沿 OD 指向点 O。 
    点 A 的加速度为： 

n
ADADDA aaaa ++= τ  

其中 aD 的大小和方向以及
n
ADa 的大小和方

向都是已知的。由于点 A 作直线运动。设

aA 的方向如图所示；
τ
ADa 垂直于 AD，其方

向假设为图 9-22 所示。
n
ADa 沿 AD 指向点 D，其的大小为：        图 9-22 

ADa AB
n
AD ×= 2ω  

其中 ABω 为杆 AB 的角速度。 ABω 可由基点法或瞬心法求得： 

ωω =AB  

aAD
aAD

aA

aD

τ

n

η

ξ

aD

D

ω

x

ψ

B

O
A
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∴                                lADa n
AD

22 ωω =×=  

    为确定 aA和
τ
ADa 的大小。取ξ 轴垂直于

τ
ADa ，η轴垂直于 aA。η和ξ 的正方向如图 9-22

所示。将 aA的矢量式分别在ξ 和η轴上投影得： 

n
ADDA aaa −−= )2cos(cos ϕπϕ  

ϕϕϕ τ sincossin0 n
ADADD aaa ++−=  

解之得： 

lllaaa
n
ADD

A
2

22

60cos
60cos

cos
)2cos(

ωωω
ϕ
ϕπ

−=
°
−°

=
−−

=  

0
cos

sin)(
cos

sinsin 22

=
−

=
−

=
ϕ

ϕωω
ϕ

ϕϕτ llaaa
n
ADD

AD  

0==
AD
aAB

AB

τ

α  

由于 aA为负值，故 aA的实际方向与原假设的方向相反。 
例 9-9  如图图 9-23（a）所示，车轮沿直线纯滚动。已知车轮半径为 R，中心 O 的速度 vO，

加速度为 aO。设车轮与地面接触无机对滑动。求车轮上速度瞬心的加速度。 

aC

aCO C

O
aCO

a0

a0

O

C

V0

C

O a0

n

τ

n

α

(a) (b) (c)

图 9-23 
    解：由轮子纯滚动条件，车轮的角速度为： 

R
vO=ω  
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车轮的角加速度α 等于角速度对时间的一阶导数。上式对任何瞬时均成立，故对时间求导

得： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

R
v

dt
d

dt
d Oωα  

因为 R 是常量： 

∴                                
dt

dv
R

O1
=α  

由于轮心 O 作直线运动，其速度 vO对时间的一阶导数等于该点的加速度 aO。于是： 

R
aO=α  

车轮作平面运动。取中心 O 为基点，按照式（9-3）求得点 C 的加速度矢量为： 

n
COCOOC aaaa ++= τ  

式中： 

OCO aRa == ατ  

R
v

Ra On
CO

2
2 == ω  

其方向如图 9-23（b）所示。 

由于 aO与
τ
COa 的大小相等，方向相反，  

∴                                
n
COC aa =  

由此可知，速度瞬心 C 的加速度不等于零。当车轮在地面上只滚动不滑动（纯滚动）时，

速度瞬心 C 的加速度指向轮心 O，如图 9-23（c）所示。 
    由以上各例可见，用基点法求平面图形上点的加速度的步骤与用基点法求点的速度的

步骤基本相同。但由于在公式 

n
BABAAB aaaa ++= τ  

对平面运动图形，上式在 xoy 坐标系中有八个分量，利用 x、y 方向的两个投影方程，当八

个分量中已知六个时，可通过 x、y 方向的两个投影方程确定另外两个量。 
 
§9-5  运动学综合应用举例 
 
    工程中的机构都是由数个物体组成的，各物体间通过联接点而传递运动。为分析机构

的运动，首先要分清各物体都作什么运动，要计算有关联接点的速度矢量和加速度矢量。 
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    为分析平面运动图形某点的运动，如能确定其位置矢量与时间的（矢量）函数关系，

则可直接建立相关（速度矢量、加速度矢量）运动（矢量）方程。利用用解析方法求其运

动全过程的速度矢量和加速度矢量。当难确定其位置矢量与时间的（矢量）函数关系（运

动方程）或只对机构某些瞬时位置的运动参数感兴趣时，可根据刚体各种不同运动的形式，

确定此刚体的运动与其上一点运动的关系。通常利用合成运动或平面运动的理论来分析相

关的两个点某瞬时的速度矢量和加速度矢量间联系。 
    平面运动理论用来分析同一平面运动刚体上两个不同点间的速度和加速度联系。当两

个刚体相接触而有相对滑动时，则需要合成运动的理论分析这二个不同刚体上相重合一点

的速度矢量和加速度矢量间联系。两物体间有相互运动，虽不接触，其重合点的运动也符

合合成运动的关系。 
    在复杂的机构中，可能同时有平面运动和点的合成运动问题。应注意分别分析、综合

应用有关理论。有时同一问题可用不同的方法分析，则应经过分析、比较后，选用较简便

的方法求解。 
    下面通过几个例题说明这些方法的综合应用。 
例 9-10 ：如图 9-24 所示平面机构。滑块 B 可沿杆 OA 滑动。杆 BE 与 BD 分别与滑块 B

铰接；BD 杆可沿水平导轨运动。滑块 E 以匀束速 v 沿铅直导轨向上运动。杆 BE 长为 l2 。

在图 9-24 所示瞬时，杆 OA 铅直，且与杆 BE 夹角为 45°。试求该瞬时杆 OA 的角速度与

角加速度。 

τ

E

B

A

O

α0A

D

ae
n

aa

ae

arVr

Ve
aBE

aB

naBE

D

ω0A

O

A

τ

B

E

V

45°

VB

 

图 9-24                                          图 9-25 
    解：BE 杆作平面运动：首先确定 B 点的速度和加速度。B 点连同滑块在 OA 杆上滑动，

并带动杆 OA 转动，利用合成运动方法求解杆 OA 的角速度和角加速度。 
    BE 杆作平面运动：在图 9-24 中，由 v 及 vB方向可知此瞬时 O 点为 BE 的速度瞬心， 

∴                               
l
v

OE
v

BE ==ω  
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vOBv BEB =×= ω  

以 E 为基点， B 点的加速度为： 

n
BEBEEB aaaa ++= τ                        （a） 

式中各矢量方向如图 9-24 所示。由于点 E 作匀速直线运动，故 aE=0。 n
BEa 的大小为： 

l
vBEa BE

n
BE

2
2 2

=×= ω  

将式（a）投影到沿 BE 方向的轴上得： 

n
BEB aa =°45cos  

∴                             
l
vaa

n
BE

B

22
45cos

=
°

=  

    以上利用刚体平面运动分析方法求得了滑块 B 的速度矢量和加速度矢量。由于滑块 B
可以沿杆 OA 滑动，利用点的合成运动分析方法可确定杆 OA 的角速度及角加速度。 
    取滑块 B 为动点，动系固结在杆 OA 上，点的速度合成定理为： 

rea vvv +=  

式中 Ba vv = ；牵连速度 ve是 OA 杆上与滑块 B 重合那一点的速度，其方向垂直于 OA，因

此与 va 同向；相对速度 vr 沿 OA 杆，即垂直于 va。显然有： 

ea vv = ， 0=rv  

即                               vvv Be ==  

于是得杆 OA 的角速度： 

l
v

OB
ve

OA ==ω  

其转向如图 9-24 所示。 
    滑动 B 的绝对加速度 aa=aB，其牵连加速度有法向及切向两项，其法向部分为： 

l
vOBa OA

n
e

2
2 =×= ω  

由于滑块 B 的相对运动是沿 OA 杆的直线运动，因此其相对加速度 ar也沿 OA 方向。即： 

Cr
n
eea aaaaa +++= τ                       （b） 
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此瞬时 vr=0，aC=0。在（b）式中，各矢量方向已知，如图 9-25 所示；未知量为 ar 及
τ
ea 的

大小，共两个。将式（b）投影到与 ar 垂直的 BD 线上得： 

τ
ea aa =  

∴                               
l
vaa Be

22
==τ  

OA 杆的角加速度为： 

2

22
l
v

OB
ae

OA ==
τ

α  

角加速度方向如图 9-25 所示。 
    上面的求解方法是依次应用刚体平面运动及点的合成运动分析方法求解，这是机构运

动分析中较常用的方法之一。 
例 9-11  在图 9-26（c）所示平面机构中，杆 AC 在导轨中以匀速 v 平动。通过铰链 A 带动

杆 AB 沿导套 O 运动，导套 O 与杆 AC 距离为 l。图示瞬时杆 AB 与杆 AC 夹角为 °= 60ϕ ，

求该瞬时杆 AB 的角速度及角加速度。 
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O
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图 9-26 

解：本题可以用几种方法求解。 
    方法 1： 
    以 A 为动点，动系固结在导套 O 上，牵连运动为绕 O 的转动；A 点的绝对运动为以匀

速 v 沿 AC 方向的运动；相对运动是 A 点沿导套 O 的运动。各速度矢如图 9-26（a）所示。 

∵                               vvvv =+= rea  
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∴                           vvv ae 2
360sin =°=  

2
60cos vvv ar =°=  

由于杆 AB 在导套 O 中滑动，因此杆 AB 与导套 O 具有相同的角速度及角加速度。其角速

度为： 

l
v

AO
ve

AB 4
3

==ω  

由于 A 点为匀速直线运动，故绝对加速度为零。点 A 的相对运动为沿导套 O 的直线运动，

因此 ar 沿杆 AB 方向，故有： 

Caaaa0 r
n
e

τ
e +++=                              （a） 

式中 reC 2 vωa ×= ，其方向如图 9-26（b）所示。将矢量方程式（a）投影到
τ
ea 方向得： 

l
vaa Ce 4

3 2

==τ  

杆 AB 的角加速度方向如图 9-26（b）所示，大小为： 

2

2

8
33
l

v
AO
a

a e
AB ==

τ

 

    方法 2： 
    以点 O 为坐标原点，建立如图 9-26c 所示的 xoy 直角坐标系。如图可知： 

ϕcotlxA =  

将其两端对时间求导，并注意到 vxA −= 得： 

ϕϕ 2sin
l
v

=                            （b） 

将其再对时间求导得： 

ϕϕϕϕϕ 2sinsin2sin 2
2

2

l
v

l
v

==                 （c） 

式（b）、（c）为杆 AB 的角速度ϕ及角加速度ϕ与角ϕ之间的关系式。当 °= 60ϕ 时得： 

l
v

AB 4
3

== ϕω ， 2

2

8
33
l

v
AB == ϕα  



 25

    两种求解表明结果相同。 
    此题中，杆 AB 作平面运动，AB 上与 O 相重合一点的速度应沿杆 AB 方向。因此，也

可应用瞬心法求解杆 AB 的角速度。然而，用平面运动基点法求解杆 AB 的角加速度就不如

前两种方法方便了。 
例 9-12： 图 9-27（a）所示平面机构。AB 长为 l，滑块 A 可沿摇杆 OC 的长槽滑动。摇杆

OC 以匀角速度ω绕 O 转动，滑块 B 以匀速 lv ω= 沿水平导轨滑动。图示瞬时 OC 铅直，

AB 与水平线 OB 夹角为 30°。求此瞬时 AB 杆的角速度及角加速度。 

Vr
VAB

Ve VB

B
V

O

C

A

图 9-27 
解：杆 AB 作平面运动， A 点又在摇杆 OC 内有相对运动。这是一种应用平面运动和点的

合成运动理论联合求解的问题。而且是一种含两个运动输入量ω和 v 的较复杂机构运动问

题。 
    杆 AB 作平面运动，以 B 为基点，则： 

ABBA vvv +=                              （a） 

A 点在杆 OC 内滑动，利用点的合成运动分析方法，取 A 点为动点，动系固结在 OC 上。

则： 

rea vvv +=                               （b） 

其中绝对速度 va=vA。而牵连速度
2
ωω lOAve =×= ，相对速度 vr 大小未知，各速度矢量

方向如图 9-27 所示。 
    由式（a）、（b）式得： 

reABB vvvv +=+                           （c） 

式中 vB=v 为已知；ve已确定；且 vAB 和 vr 方向已知；仅有 vAB及 vr两个量的大小未知。故
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可利用两个投影方程求解。将（c）式沿 vB方向投影得： 

eABB vsinvv =°− 30  

lvvv eBAB ω=−= )(2  

AB 杆的角速度方向如图 9-27 所示，其大小为： 

ωω ==
AB
vAB

AB  

将式（c）沿 vr 方向投影得： 

rAB vv =°30cos  

lvr ω
2
3

=  

    以 B 为基点，则 A 点的加速度矢量为： 

n
ABABBA aaaa ++= τ                         （d） 

由于 vB为常量矢量，所以 aB = 0，而： 

lABa AB
n
AB

22 ωω =×=  

取 A 点为动点，动系固结于 OC 上，则有： 

Cre
n
ea aaaaa +++= τ                        （e） 

式中                         Aa aa =  

0=τ
ea ，

2

2
2 lOAa n

e
ωω =×=  

lva rC
232 ωω ==  

由（d）、（e）两式得： 

Cr
n
e

n
ABAB aaaaa ++=+τ                       （f） 

其中各矢量方向已知，如图 9-28 所示。二未知量为 ar 及
τ
ABa 的大小。取投影轴垂直于 ar，

且沿 aC方向。将矢量方程式（f）在此轴上投影得： 

C
n
AB

τ
AB acos30asin30a =°−°  
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laAB
233 ωτ =  

由此得 AB 杆的角加速度为： 

l
AB
aAB

AB ωα
τ

33==  

方向如图 9-28 所示。 
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图 9-28 
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图 9-29 
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例 9-13： 在图 9-28 所示平面机构中。杆 AC 铅直运动；杆 BD 水平运动；A 为铰链；滑块

B 可沿槽杆 AE 中的直槽滑动。图 9-28 所示瞬时，AB = 60mm， °= 30θ ， s/mm310=Av ，

2s/mm310=Aa ，vB = 50mm/s，aB = 10mm/s。试求该瞬时槽杆 AE 的角速度及角加速

度。 
解：以滑块 B 为动点，动系固结在槽杆 AE 上，则： 

rea vvv +=                                （a） 

式中 va = vB；vr方向沿AE，大小未知；ve为槽杆AE上与滑块B重合的 B′点的速度， Be ′= vv ，

其大小和方向均未知。式（a）的两个投影方程无法完全求解三个待求量。因此必须进行其

他构件的平面运动分析。 
    槽杆 AE 作平面运动，以 A 为基点， B′点的速度为： 

ABAB ′′ += vvv                              （b） 

式中 vA 已知； AB′v 方向垂直于 AE，大小未知； B′v 大小、方向均未知。式（b）的两个投

影方程同样无法完全求解三个待求量。由于 eB vv =′ ，因此将（a）、（b）两式联立即可求

解。将式（b）代入式（a）得： 

rABAB vvvv ++= ′                            （c） 

式中只有 ABv ′ 及 vr 两个量的大小未知。利用（c）式的两个投影方程可完全确定 ABv ′ 及 vr

两个量的大小。各速度矢量如图 9-30（a）所示。将式（c）分别投影到图中 AB′v 及 vr方向

得： 

ABAB vvv ′+°−=° 60cos30cos  

rAB vsinvsinv +°=° 6030  

解之得：                        s/mm330=′ABv  

s/mm10=rv  

从而得槽杆 AE 的角速度为： 

s/rad866.0
2
3
=== ′

AB
v AB

AEω  
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其方向如图 9-30（a）所示。 
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图 9-30 

    选用与上面相同的动点、动系，由点的合成运动加速度合成定理有： 

Crea aaaa ++=                          （d） 

式中 aa = aB；ae为槽杆 AE 上与滑块 B 重合的 B′点的加速度， Be ′= aa ，其大小和方向均

未知；ar 方向沿 AE，大小未知； reC vωa ×= 2 ，方向如图 9-30（b）所，其大小为： 

2s/mm32.173102 === rAEC va ω  

式（d）的两个投影方程无法完全求解三个待求量，因此必须进行其他构件的平面运动分析。 
    槽杆 AE 作平面运动，以 A 为基点，则： 

n
ABABAB ′′′ ++= aaaa τ                         （e） 

式中                       22 45 s/mmABa AE
n

AB =×=′ ω  

由于 eB aa =′ ，将式（e）代入式（d）得： 

Cr
n

ABABAB aaaaaa ++++= ′′
τ                    （f） 

各加速度矢量如图 9-30（b）所示。式（f）中只有
τ

AB′a 及 ar 两个加速度的大小未知，可以
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通过（f）式的两个投影方程完全确定。将式（f）分别投影到
τ

AB′a 及 ar 两个方向上得： 

CABAB aasinacosa −+°−=°− ′
τ3030  

r
n

ABAB aacosasina ++°=°− ′3030  

解之得： 

2s/mm32.17=′
τ

ABa ，
2s/mm65−=ra  

槽杆 AE 的角加速度为： 

228870 s/rad.
AB
a AB

AE == ′
τ

α  

其方向如图 9-30（b）所示。 
从上面的例题可以看出：某些问题可以用多种方法求解，某些问题又必须同时采用几

种方法联合求解。解题时应该注意，只有已知条件适用于运动全过程时，才能建立点的运

动方程，进行微积分运算，用解析法求解。在例 9-11 中杆 AC 以匀速 v 平动是适用于运动

全过程的条件，因此无法用运动方程及微积分方法求解。例 9-13 所给的已知条件是图示瞬

时的，不是全过程的，因此无法用运动方程及微积分方法求解。例 9-12 所给条件也适用于

全过程，因此也可以用点的运动学方法求解，读者可自行求解。 
 

 


