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第2章 接普拉斯变换 

 

第 1 章  傅里叶变换 

1.1 傅里叶积分 

1.2 傅里叶变换 

1.3 δ 函数 

1.4 离散傅里叶变换和离散沃尔什变换 

习题课 

 

1.1 傅里叶积分 

1 傅里叶积分的概念 

2 傅里叶积分的物理意义 

3 傅里叶积分定理 

 

1 傅里叶积分的概念 

定义1.1 称广义积分 

                    (1.1)  ∫
∞+

∞−
− ttf tde)( iω

为傅里叶积分.其中积分变量t∈（ ∞− ， ∞+ ）,ω为实值参数.  

例 1.1 求函数 
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⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

.0                    ,0
;0      ,2sine)(

x
xxxf

x

的傅里叶积分.  

    解  由傅里叶积分的定义知： 

   ∫∫
∞+

∞−
−∞+

∞−
− = xxfttf xt de)(de)( ii ωω

 

          

.
i25

2

d2sine

2

0
)1(i

ωω

ω

+−
=

= ∫
∞+ +− xxx

 

 

  例 1.2 求三角脉冲函数 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤−−

<<−+

=

2
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;
2

0      ),
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(2

;0
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      ),
2

(2

)(

τx

τxxE

xτxE

xf τ
τ

τ
τ

 这里有图 1.1 的（a) 

的傅里叶积分,其中 0  , >τE ,见图 1.1(a). 

解  )()( xfxf −=Q , 

      ∴ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
− = xxxfxxf x dcos)(de)( i ωω

 

  ∫ −−= 2

0 dcos)
2

(22
τ

ωτ
τ

xxxE
   这里有图 1.1 的(b) 

  .
4

sin8 2
2

ωτ
τω

E
=                        
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         (a)         图 1.1    (b) 

2 傅里叶积分的物理意义 

  满足狄利克条件且以T 为周期的函数 

)argπ2cos(||2)(
1

0 n
n

nT ct
T
ncctf ++= ∑

∞

=
 

在物理上所有出现的诸振动的振幅 和相位 称为由||2 nc ncarg
)(tfT 所描写的自然现象的离散频谱. 

若视定义在 上的非周期函数),( +∞−∞ )(tf 的周期 +∞=T ，可

推得 

ωω ω de)(
π2
1)( ∫

∞+

∞−
= tiFtf   

[ ] ωωω dede)(
π2
1
∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−

−= titi ttf              

∫ ∑ ∫
∞+

∞−

∞+

−∞=

+

−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ωωω dede)(

π2
1

2

2

ti

k

Tk
Tk

ti ttf  

  仿照上面将| )(ωF |称为由 )(tf 所描写的自然现象的连续频谱. 

3 傅里叶积分定理 

定理 1.1 若函数 )(tf 在 ),( ∞+−∞ 上满足以下条件: 

(1) )(tf 在任一有限区间上连续或只有有限个第一类间断点, 

(2) )(tf 在任一有限区间上至多只有有限个极值点, 

(3) )(tf 绝对可积(即积分 ∫
∞+

∞−
ttf d|)(| 收敛), 

则积分 

      ∫
∞+

∞−
− ttf tde)( iω

一定存在,且当t 为 )(tf 的连续点时,有傅里叶积分公式 
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   ∫∫
∞+

∞−
−∞+

∞−
= ωωω de]de)([

π2
1)( ii tt ttftf . 

当t 为 )(tf 的间断点时,上式 )(tf 换作 )]0()0([
2
1

−++ tftf . 

证明从略. 

例 1.3  求矩形单脉冲函数 

   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤
=

2
||       ,0

;
2

||      ,
)(

τt

τtE
xf  

的傅里叶积分, 傅里叶积分公式. 

解 傅里叶积分 

∫
∞+

∞−
−= ttfF tde)()( iωω       

).
2

sin(2

de2

2

i

ωτ
ω

τ

τ
ω

E

tE t

=

= ∫−
−

 

傅里叶积分公式 

    ∫
∞+

∞−
−= ωωτ

ω
ω de)

2
sin(2

π2
1)( i tEtf  

      ∫
∞+= 0 d

cos
2

sin

π
2 ω

ω

ωτωτ
E

. 

由傅里叶积分定理还可得到 
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⎪
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⎪

⎨

⎧

=

<

=∫
∞+

.        ,0

;
2

||      ,
4
π

;
2

||      ,
2
π

d
cos

2
sin

0

其它

τ

τ

ω
ω

ωτωτ

t

t
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1.2 傅里叶变换 

1 傅里叶变换的定义 

2 傅里叶变换的性质 
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1 傅里叶变换的定义 

定义 1.2 设 )(tf 为定义在 ),( ∞+−∞ 上的函数,由傅里叶积分 

∫
∞+

∞−
−= ttfF tde)()( iωω      (1.2) 

建立的从 )(tf 到 )(ωF 的对应称作傅里叶变换（简称傅氏变换）, 

用字母 F表达,即 

    =)(ωF  F[ )(tf ].       (1.3) 

积分 

∫
∞+

∞−
= ωω ω de)(

π2
1)( i tFtf  

建立的从 )(ωF 到 )(tf 的对应称作傅里叶逆变换,用字母F-1
表达,即 

    =)(tf  F-1
[ )(ωF ]. 

)(tf 称作 F变换的像原函数, )(ωF 称作 F变换的像函数. 

    例 1.4 求钟形脉冲函数 

      
2 )( tEetf β−= )0( >β  

的傅氏变换. 

解  =)(ωF  F[ )(tf ] ∫
∞+

∞−
−= ttf tde)( iω

 

    ∫
∞+

∞−

−+−
= tE

t
dee 4

)
2
i(

2
2

β
ω

β
ωβ

. 

若令 i
2β
ω

+= tz ,则 

   ∫∫
+∞+

+∞−

−∞+

∞−

+−
= i

2
i

2

 
)

2
i(

dede
2

2

β
ω

β
ω

ββ
ωβ

zt z
t

. 

欲求之,作图 1.2 所示闭路曲线 ABCD. 
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图 1.2 

Q 在复平面上处处解析,由柯西定理知对
2 e zβ− 0>∀R , 

0de)(de
22   =+++= ∫∫∫∫∫ −− zz DA

z
CDBCAB

ABCD

z ββ
 

  ∴ 0delim
2 =∫ −

+∞→
z

ABCD

z

R

β
 

又Q zz R
R

z

RAB

z

R
delimdelim

22   ∫∫ −
−

+∞→

−

+∞→
= ββ

 

         

,π

de1 2)(

β

β
β

β

=

= ∫
∞+

∞−
− xx

 

  ∫∫ +−

+∞→

+ −

+∞→
= β

ω
ββ

ω
β 2

0
)i(i

2  delimdelim
22

yz yR

R

R
R

z

R
 

         0e
2

lim
2

2

4 =≤
−

+∞→

R

R

β
β

ω

β
ω

. 

 ∴ .0delim i
2  2

=∫
+ −

+∞→
β
ω

βR
R

z

R
z  

同理 

    .0delim
i

2

 2

=∫
−

+−

−

+∞→

R

R

z

R
z

β
ω

β
 

 ∴ .πdelimde i
2

i
2

 i
2

i
2

 22

β
β
ω

β
ω

ββ
ω

β
ω

β == ∫∫
+−

+

−

+∞→

+∞−

+∞+

− R

R

z

R

z zz  (1.10) 

于是 
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     .πe)( 4

2

β
ω β

ω
−

= EF        (1.11) 

 

 
 
 
 
 

图 1.3 

例 1.5 求高斯分布函数 

  
2

2

2e
π2
1)( σ
σ

t

tf
−

=  

的傅氏变换,其中 0>σ ,见图 1.4. 

 

 

 

 

 

 

图 1.4 

解 =)(ωF  F[ )(tf ] 

     ∫
∞+

∞−
−= ttf tde)( iω

    ∫
∞+

∞−
−

−
= tt

t

dee
π2
1 i2 2

2

ωσ
σ  

    ∫
∞+

∞−

−+−
+⋅= i)d(ee

π2
1 2

i)(
2
1 22

2

σω
σσ

ωσσω
σ tt
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   ∫
+∞+

+∞−

−−
⋅= i

i
2
1

2 de
π2

1e
2

22

σω
σω

ωσ

u
u

 i)( σω
σ
+=

tu . 

 
应用例 1.4 求式（1.10）的方法得 

     2

22

e)(
ωσ

ω
−

=F . 

例 1.6 解积分方程 

  

⎩
⎨
⎧

<
≤≤−

=∫
∞+

.1          ,0
;10    ,1

dcos)(0 α
αα

α xxxf  

解 补充定义使 ∈−= xxfxf ),()( ),( ∞+−∞ ，则 

∫∫
∞+

∞−
−∞+

∞−
= ααα de]'de)'([

π2
1)( i'i xx xxfxf     

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞+ ∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞+

∞−

∞+

∞−
−−

+=

−=

=

0

0

)'(i

d'd)'sinsin'cos)(cos'(
π
1

'dd)'(cos)'(
π
1

'dde)'(
π2
1

ααααα

αα

αα

xxxxxxf

xxxxf

xxf xx

 

∫ ∫
∞+ ∞+= 0 0 d'dcos'cos)'(

π
2 ααα xxxxf  

∫ ∫
∞+ ∞+= 0 0 d]'d'cos)'([cos

π
2 ααα xxxfx  

   ∫ −= 1
0 dcos)1(

π
2 ααα x  

   )0(    
π

)cos1(2
2 >

−
= x

x
x

. 上面用两屏， 
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例 1.7 验证傅里叶核
t

ttf
π

sin)( 0ω
= 与

⎩
⎨
⎧ ≤

=
.   0

;||   1
)( 0

其它

ωω
ωF

构成傅氏变换对. 

解 Q
t

tF tt

π
sinde

π2
1de)(

π2
1 0ii 0

0

ωωωω ω
ω

ωω == ∫∫ −
∞+
∞−

 

∴ )(ωF 与 )(tf 构成傅氏变换对. 

2 傅里叶变换的性质 

（1）线性性质： 

  F )]()([ tgtf βα + α= F β+)]([ tf F )]([ tg ,    (1.12) 

  F-1 αωβωα =+ )]()([ GF F-1 )]([ ωF β+ F-1 )]([ ωG (1.13) 

其中, α ,β是常数. 

例 1.8 已知
i)34i)(3(

1)(
ωω

ω
++

=F ，求F-1 )]([ ωF . 

解  Q
i3

51
i34

51
i)34i)(3(

1
ωωωω +

−
+

=
++

 

   F-1
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−

.0         ,0
;0    ,e

i34
1 3

4

t
t

t

ω
 

F-1
 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
+

−

.0        ,0
;0    ,e

i3
1 3

t
tt

ω
 

故由线性性质得: 

F-1
 [ ]

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<

≥−=
−−

.0                       ,0

;0    ,e
5
1e

5
1

)(
33

4

t

tF
tt

ω  

 

（2）位移性质: 
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     F 0i
0 e)]([ tttf ω−=− F )]([ tf  ,     (1.14) 

     F-1 tF 0i
0 e)]([ ωωω =− )(tf ,    (1.15) 

其中 0t 和 0ω 是常数.  

证  F-1 ωωωωω ω de)(
π2
1)]([ i

00
tFF ∫

∞+

∞−
−=−  

)d(ee)(
π2
1

0
i)i(

0
00 ωωωω ωωω −−= −∞+

∞−∫
ttF  

t0ie ω= F-1 )]([ ωF . 

 式(1.14)可类似证之.  

例 1.9  已知
)i(

1)(
0ωωβ

ω
++

=F ( 0>β )，求F-1 )]([ ωF . 

解  Q
ωβ

ωω
i

1)( 0 +
=−F  

 F-1 tF 0i
0 e)]([ ωωω =− F-1

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

.0        ,0
;0    ,e)]([

t
tF

tβ
ω  

∴F-1

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
+−

.0                 ,0
;0    ,e)]([

)i( 0

t
tF

tωβ

ω  

例 1.10 证明 

     F )]()([
2
i]sin)([ 000 ωωωωω −−+= FFttf . 

证  Q )e(e
i2

1)(sin)( 00 ii
0

tttfttf ωωω −−=  

       
tt tftf 00 ii e)(

i2
1e)(

i2
1 ωω −−=  

 =− )( 0ωωF  F ]e)([ 0i ttf ω
， =+ )( 0ωωF F ]e)([ 0i ttf ω−

 

 12



 

   ∴F ]sin)([ 0ttf ω {
i2

1
= F −]e)([ 0i ttf ω

F )]}e)([ 0i ttf ω−  

       )]()([
2
i

00 ωωωω −−+= FF . 

 
（3）微分性质: 

设函数 )(tf 在 )  ,( ∞+−∞ 上连续或只有有限个可去间断点 

(1) 当 +∞→|| t 时， . 则 0)()( →tf n

     F F 
nn tf )(i)]([ )( ω= )]([ tf   ) ,2 ,1 ,0( L=n .  (1.16) 

(2) 若 收敛,则 ∫
∞+

∞−
ttft n d|)(|

     F-1 F
nn tF )i()]([ )( −=ω -1 )]([ ωF )  ,2 ,1 ,0( L=n .(1.17) 

现用归纳法证明式(1.17),式(1.16)可类似证之.  

证  当 时,由定义 1=n

   ttfF tde)(
d
d)(' iω

ω
ω −∞+

∞−∫=  

     

tttf

ttf

t

t

de)(i)(

d
d

de)(

i

i

ω

ω

ω
−∞+

∞−

−
∞+

∞−

∫

∫

−=

=
 

     Fi)(−= )]([ ttf  

∴  F-1 )i()(i)()]('[ tttfF −=−=ω F-1 )]([ ωF . 

   设 kn = 时,有 

  F-1 F
)()( )i()]([ kk tF −=ω -1 )]([ ωF , 

则 1+= kn 时, 

   )]([
d
d)( )()1( ω
ω

ω kk FF =+
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=F )i{( t− F-1 )]}([ ωkF  

=F 1)i{( +− kt F-1 )]}([ ωF  

F-1 )]([ )1( ω+kF 1)i( +−= kt F-1 )]([ ωF  

所以 

   F-1 F)]([ )( ωnF nt)i(−= -1 )]([ ωF  )  ,2  ,1  ,0( L=n . 

在求 )(' ωF 的过程中,交换了积分和微分运算的次序.应该

指出,这种交换是需要一定条件的.今后证明中如碰到类似情形,

总假定这两种运算是可交换次序的.  
例 1.11 求函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤

=
其它      ,0

;
2

||   ,
)(

τtEt
tf

n

 

的傅氏变换. 

解  设 , )()( 1 tfttf n=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤

=
,      ,0

;
2

||   ,
)(1

其它

τtE
tf  由 

  F  ttftf t de)()]([ i
11 ∫

∞+

∞−
−= ω

     

ttE

tE t

dcos2

de

2

2

2

0

i

∫

∫

=

=
−

−

τ

τ

τ

ω

ω

 

   
2

cos2 tE ω
ω

= . 

和微分性质式(1.17)知                   插入式 1.17 

  F F , =)()(
1 ωnF nnn tft i)()](i)[( 1 −=− )]([ 1 tft n

从而            
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∴ =)(ωF F =)]([ tf F  )(i)()]([ )(
11 ωnnn Ftft −−=

     
)()(

0

)(

)
2

(sin)2((i)

)
2

sin2((i)

kkn
n

k

k
n

n

nn

EC

E

ωτ
ω

ωτ
ω

−

=
∑=

=
 

 
类似地,可求出函数 

    

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

0           ,0  
;0     ,e)(

t
tttf

tn β

)0( >β 的傅氏变换为 

    1)i(
!)( ++

= n
nF
ωβ

ω . 

 
（4）积分性质: 

若当 +∞→t 时, , 则 0d)( →∫ ∞−

t ttf

       F
ωi
1]d)([ =∫ ∞−

t ttf F )]([ tf     (1.18) 

证  Q )(]'d)([ tfttft =∫ ∞−
, 

由微分性质式(1.16)得                        插入式 1.16 

   F )(i)]([ ω=tf F ∫ ∞−

t ttf ]d)([  

  ∴F
ωi
1]d)([ =∫ ∞−

t ttf F )]([ tf . 

 
例 1.12 求电动势为 )(tf 的LRC 电路的电流 )(tI ,其中 是电感, 

是电阻, 

L
R C是电容, )(tf 是电动势(如图 1.5).  
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解 根据基尔霍夫定律得: 

)(d1
d
d tftI

C
RL

t
IL t =++ ∫ ∞−

 

∴ )('1
d
d

d
d

2

2
tfI

Ct
IRL

t
IL =++  

图 1.5 
 

对方程两边取傅氏变换得： 

2)(iωL F )(i)]([ ωRtI + F
C

tI 1)]([ + F )]([ tI ωi= F )]([ tf .  

   ∴ =)(tI F-1

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++

ℑ

C
RL

tf
1i)(i

)]([i
2 ωω

ω
. 

 
例 1.13 求解微积分方程 

   )(d)()()(' thttxctbxtax t =++ ∫ ∞−
 

这里 为常数, cba ,, )(th 为已知实函数. 

解 设 =)(ωX F )]([ tx , =)(ωH F )]([ th , 

  FQa btx +)]('[ F ctx +)]([ F =∫ ∞−
]d)([ t ttx F )]([ th . 

应用式(1.16),(1.18)有                      插入式 1.16，1.18 

ωia F btx +)]([ F
ωi

)]([ ctx + F =)]([ tx )(ωH . 

 

   ∴F

ω
ω

ω

i
i

)()]([ cba

Htx
++

=  
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=)]([ tx F-1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
ω

ω

ω

i
i

)(
cba

H
. 

 
（5）对称性与相似性 

I 对称性 F )(π2)]([ ω−= ftF .      (1.19) 

II 相似性 F )(
||

1)]([
a

F
a

atf ω
= . )0( ≠a   (1.20) 

    证 I   Q ωω ω de)(
π2
1)( i tFtf ∫

∞+

∞−
= , 

    ∴ ttFf tde)()(π2 iωω ∫
∞+

∞−
=− , 

∴F )(π2)]([ ω−= ftF . 

 

II  QF tatFatf tde)()]([ iω−∞+

∞−∫=  

      )d(e)(1 i
atatf

a
at

a
ω

−∞+
∞−∫=  

      

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−

>
=

.0    ),(1

;0      ),(1

a
a

F
a

a
a

F
a

ω

ω

 

      )(
||

1
a

F
a

ω
= . 

故结论成立.  

    例 1.14  求 F ]sin2[
t

t
. 
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 解 当

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.1||    ,0

;1||    ,1
)(

t
t

tf 时, F
ω
ωsin2)]([ =tf ,则由对称性

质式(1.19)得：                              插入式 1.19 

    F
⎩
⎨
⎧

>
≤

=−=
.1|   0,
;1|   , π2

)(π2]sin2[
ω
ω

ω
|   
|

f
t

t
 

 
    例 1.15 设 )(tf 为参数β的指数衰减函数,则由相似性质 1.20 有:            

插入式 1.20 

    F )(
||

1)]([
a

F
a

atf ω
=  

       
aa i

1
||

1
ωβ +

=  

       
)i(|| ωβ +

=
aa

a
. 

 
（6）卷积与卷积定理 

定义 1.3 若给定两个函数 )(1 tf 和 )(2 tf ,则由积分 

                   ∫
∞+

∞−
− τττ d)()( 21 tff

确定的 t 的函数称为函数 )(1 tf 与 )(2 tf 的卷积,记作 )()( 21 tftf ∗ ,

即 

           =∗ )()( 21 tftf ∫
∞+

∞−
− τττ d)()( 21 tff .  (1.21) 

 
 卷积运算满足交换律 

    )()()()( 1221 tftftftf ∗=∗ .     (1.22) 

满足对加法的分配律 

)()()()()]()([)( 3121321 tftftftftftftf ∗+∗=+∗ . (1.23) 
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现证公式(1.22)，公式(1.23)请自行证之. 

 
证  由定义 

   =∗ )()( 21 tftf ∫
∞+

∞−
− τττ d)()( 21 tff  

作变量替换 ττ −= t' ,那么 

   'd)'()'()()( 2121 ∫
∞+

∞−
−−=∗ τττ ftftftf  

       ∫
∞+

∞−
−= τττ d)()( 12 tff  

       )()( 12 tftf ∗= . 

 
例 1.16 设函数 

   
⎩
⎨
⎧

>
<

==
.1||    ,0

;1||    ,1
)()( 21 t

t
tftf  

求 )()( 21 tftf ∗ . 

    解  ∫
∞+

∞−
−=∗ τττ d)()()()( 2121 tfftftf  

       ∫− −= 1
1 2 d)( ττtf  

       ∫
+

−
= 1

1 2 'd)'(t
t f ττ  )'( ττ −= t  

 

        

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤<−

<<

≥

=

∫

∫

∫

+
−

−

+
−

02   ,'d

;20     ,'d

;2||      ,'d0

1
1

1
1

1
1

t

t

t

t
t

t
t

τ

τ

τ
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤<−+
<<−
≥

=
.02  ,2

;20   ,2
;2||          ,0

tt
tt

t

 
定理 1.2 (卷积定理) 

若 =)(1 ωF F )]([ 1 tf , =)(2 ωF F )]([ 2 tf ,则 

(1) F )()()]()([ 2121 ωω FFtftf =∗       (1.24) 

(2) F-1 )()(π2)]()([ 2121 tftfFF =∗ ωω      (1.25) 

现证公式(1.24),公式(1.25)可仿照证之. 

 

证 F ∫
∞+

∞−
−∗=∗ ttftftftf tde)]()([)]()([ i

2121
ω

 

  ∫∫
∞+

∞−
−∞+

∞−
−= ttff tde]d)()([[ i

21
ωτττ  

  ∫∫
∞+

∞−
−−∞+

∞−
− −−= ττττ τωω d)]d(e)(e)([ )(i

2
i

1 ttff tt
 

  ∫
∞+

∞−
−= ττω ω de)()( i

12
tfF  

  )()( 21 ωω FF= . 

 

例 1.17 求单位阶跃函数 指数衰减函数

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0    ,0
;0    ,1

)(
t
t

tu

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

.0       ,0
;0   ,e)(2 t

ttf
tβ

)0( >β 傅氏变换的卷积 )()( 21 ωω FF . 

     
解 由式(1.25)知                    插入式 1.25 

    =)()( 21 ωω FF F )]()(π2[ 21 tftf  

        =F π2)]()(π2[ 2 =tftu F )]([ 2 tf  
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i

π2
ωβ +

= . 

 
    例 1.18 解积分方程 

    2222
1d

)(
)(

bx
u

aux
uy

+
=

+−∫
∞+

∞−
  )0( ba << . 

解 Q 2222
1)(d

)(
)(

ax
xyu

aux
uy

+
∗=

+−∫
∞+

∞−
, 

   ∴F =
+

∗ ]1)([ 22 ax
xy F ⋅)]([ xy F ]1[ 22 ax +

 

          =  F ]1[ 22 bx +
, 

 

  QF x
axax

xde1]1[ i
2222

ω−∞+

∞−∫ +
=

+
 

       

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
+

<
+=
−

−

.0    i],,ei[π2

;0    i],,ei[π2

22

i

22

i

ω

ω

ω

ω

a
az

a
az
x

x

 

       ||eπ ωa

a
−= . 

   F ||
22 eπ]1[ ωb

abx
−=

+
, 

   

∴F
||)(e)]([ ωab

b
axy −−= , 
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     =)(xy F-1 ]e[ ||)( ωab

b
a −−  

      
π

ab
b
a −

= F-1 ]eπ[ ||)( ωab

ab
−−

−
 

      22 )(π abx
ab

b
a

−+
−

= . 
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1.3  δ 函数及其傅里叶变换 

1 δ 函数的定义 

2 δ 函数的性质 

3 δ 函数的傅里叶变换 
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1 δ 函数的定义 

 δ  函数可以用不同方式来定义,工程上常用的定义是: 

定义 1.4 满足以下两个条件 

(1)            这里有图 1.6 
⎩
⎨
⎧

=∞
≠

=
.0   ,
;0    ,0

)(
t
t

tδ

(2)  1d)( =∫
∞+

∞−
ttδ

的函数称为δ 函数.  
定义 1.5 满足以下两个条件 

(1) 

⎩
⎨
⎧

=∞
≠

=−
.   ,
;    ,0

)(
0

0
0 tt

tt
ttδ       这里有图 1.7 

(2)  1d)( 0 =−∫
∞+

∞−
tttδ

的函数称为 )( 0tt −δ 函数. 

 
用数学语言可将δ 函数定义如下: 

定义 1.6 函数序列 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

=
.       ,0

;0    ,1
)(

其它

τ
τδτ

t
t         这里有图 1.8 

当τ趋向于零时的极限 )(tδ 称为δ 函数,即 

     )(lim)(
0

tt ττ
δδ

→
= . 

 
δ 函数又称脉冲函数. 至于 )(tδ 作为哪一种脉冲序列的极限是

无关紧要的,这一点正是δ 函数的实用之处. 
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由于 

     tttt d)(limd)(
0∫∫

∞+

∞− →

∞+

∞−
= ττ

δδ  

            tt d)(lim
0 ∫

∞+

∞−→
= ττ

δ  

          td1lim 00 ∫→
= τ

τ τ
 

          1= . 
所以,δ 函数在工程上和数学上的定义是相统一的. 

 

定义 1.7 函数序列 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +≤≤

=−
.       ,0

;    ,1
)( 00

0

其它

τ
τδτ

ttt
tt       

当τ趋向于零时的极限 )( 0tt −δ 称为 )( 0tt −δ 函数,即 

     )(lim)( 000 tttt −=−
→

ττ
δδ . 

 

2 δ 函数的性质 

（1）筛选性质 

对任意的连续函数 )(tf ,有 

    ;     (1.26) )0(d)()( fttft =∫
∞+

∞−
δ

       (1.27) )(d)()( 00 tfttftt =−∫
∞+

∞−
δ

 

事实上, Q ttftttft d)()(limd)()(
0∫∫

∞+

∞− →

∞+

∞−
= ττ

δδ  
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         ttf d)(1lim 00 ∫→
= τ

τ τ
 

         )(lim
0

θτ
τ

f
→

=   )10( <<θ , 

    ∴ )0(d)()( fttft =∫
∞+

∞−
δ . 

 

同理可得 

    )(d)()( 00 tfttftt =−∫
∞+

∞−
δ . 

   例 1.19 证明 

      )(d)()( 00 tftttft −=−∫
∞+

∞−
δ

    证 设 0' ttt −= , 则 

    'd)'()'(d)()( 00 ttftttttft ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
+=− δδ . 

                               ).( 0tf −=  

     
 

（2）δ 函数为偶函数 

         )()( tt −= δδ  

事实上, 

      Q )0(d)()(d)()( ffttft =−=− ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
τττδδ  

)0(d)()( fttft =∫
∞+

∞−
δ  

∴ )()( tt −= δδ . 

 

将δ 函数数学定义中所采用的脉冲换作如下 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤
=

.
2

||     ,0

;
2

||    ,1

)(
ττ

ττ
τδτ t  

即可理解该性质. 

     

例 1.20 证明 

     )()()()()( tfttftft =∗=∗ δδ . 

证 Q τττδδ d)()()()( −=∗ ∫
∞+

∞−
tftft  

      τττδ d)()( −−= ∫
∞+

∞−
tf  

      'd)'()'( τττδ ft∫
∞+

∞−
−=  )'( ττ =−t  

      )(tf= , 

 

ττδτδ d)()()()( −=∗ ∫
∞+

∞−
tfttf  

      τττδ d)()( ft∫
∞+

∞−
−=  

      )(tf= , 

   ∴ )()()()()( tfttftft =∗=∗ δδ . 

 

（3）相似性质 

设为实常数,则 

    )(
||

1)( t
a

at δδ =  )0( ≠a     (1.29) 

 事实上, att =' ,则 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−

>
=

∫

∫
∫

∞+

∞−

∞+

∞−∞+

∞−
.0   ,'d)'()'(1

;0     ,'d)'()'(1

d)()(
att

a
tf

a

att
a
tf

attfat
δ

δ
δ  

       'd)'()'(
||

1 t
a
tft

a ∫
∞+

∞−
= δ )0(

||
1 f
a

=  

  

||
)0(d)(

||
)(

a
fttf

a
t

=∫
∞+

∞−

δ
. 

∴  )(
||

1)( t
a

at δδ = . 

 

（4）δ 函数是单位阶跃函数的导数 

    )(')( tut =δ ,        (1.30) 

这里 

     

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0    ,0
;0    ,1

)(
t
t

tu

为单位阶跃函数. 

    

 事实上，故当 0≠t 时， 

   

⎩
⎨
⎧

<
>

=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

>
= ∫∫

∞+

∞−
∞− .0    ,0

;0    ,1

0                     ,0

;0    ,d)(
d)(

t
t

t

tt ττδ
ττδ

    )(d)( tut =∫ ∞−
ττδ . 

    ∴ )(')( tut =δ . 

 

当 0=t 时, 
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   Q ∞=
−

∞=
−→ ε

εδ
ε

)0()(lim    ,)0(
0

uu
 

   ∴ )(')( tut =δ . 

 

3 δ 函数的傅里叶变换 

因为 

F =)]([ tδ 1|ede)( 0
ii == =

−−∞+

∞−∫ t
tt tt ωωδ , 

F =− )]([ 0ttδ 0
0

iii
0 e|ede)( t

tt
tt ttt ωωωδ −

=
−−∞+

∞−
==−∫ , 

所以 

   F[ ] 1)( =tδ ， F[ ] .e)( 0i
0

ttt ωδ −=−  

 

例 1.21 证明 (a) 1)( =tf 和 )(π2)( ωδω =F 是一组傅氏变换

对.(b) 0ie)( ttf ω−= 和 )(π2)( 0ωωδω −=F 是一组傅氏变换对. 

证 (a) Q ωω ω de)(
π2
1 i tF∫

∞+

∞−
  

1|ede)( 0
ii === =

∞+

∞−∫ ω
ωω ωωδ tt , 

∴ 1)( =tf 和 )(π2)( ωδω =F 是一组傅氏变换对. 

同时有： )(π2de i ωδω =∫
∞+

∞−
− tt                    (1.31) 

 

 (b) Q ωω ω de)(
π2
1 i tF∫

∞+

∞−
 

ωωωδ ω de)( i
0

t∫
∞+

∞−
−=  

   tt 0
0

ii e|e ω
ωω

ω == = , 

∴ 0ie)( ttf ω−= 和 )(π2)( 0ωωδω −=F 是一组傅氏变换
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对. 

同时有： )(π2de 0
)i( 0 ωωδωω −=∫

∞+

∞−
−− tt     (1.32) 

显然,（1.3.1）和（1.32）这两个积分在普通积分意义下是不存

在的,这里的积分被赋予了 )(tδ 函数的意义. 

 

例 1.22  求 xxf 0cos)( ω= 的傅氏变换. 

    解  Q 
2
eecos

00 ii

0

xx
x

ωω

ω
−+

=  

    ∴ =)(ωF F ][cos 0xω  

       xx
xx

de
2
ee i

ii 00

∫
∞+

∞−
−

−+
= ω

ωω

 

       xxx d]e[e
2
1 )i()i( 00∫

∞+

∞−
+−− += ωωωω  

              

)]()([ π 00 ωωδωωδ ++−= . 

 

同理可得 

   =)(ωF F =)]([ xf F ][sin 0xω  

     )]()([ πi 00 ωωδωωδ −−+=  

  

     

例 1.23 证明单位阶跃函数 )(tu 在 0≠t 时的傅氏变换为 

     )(π
i
1)( ωδ
ω

ω +=F  

证 Q ωωδ
ω

ωω ωω de])(π
i
1[

π2
1de)(

π2
1 ii ttF ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
+=  
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       ωωδω
ω

ωω de)(
2
1de1

iπ2
1 ii tt ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
+=  

        
2
1dsin

π
1

0 += ∫
∞+ ω

ω
ωt

 

   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<−

=

>

=∫
∞+

.0  ,
2
π

;0     ,0

;0    ,
2
π

dsin
0

t

t

t
t ω

ω
ω

 

所以当 0≠t 时， )(tu 和 )(π
i
1)( ωδ
ω

ω +=F 构成一组傅氏变换对. 
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1.4 离散傅里叶变换和离散沃尔什变换 

1 离散傅里叶变换 

    （1）离散傅里叶变换的定义 

    （2）离散傅里叶变换的性质 

2 快速傅里叶变换 

3 离散沃尔什变换 

（1）离散沃尔什变换的定义 

（2）离散沃尔什变换的性质 
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第 1 章习题 

 

1.1.1 求下列函数的傅氏积分: 

  (a)   

⎩
⎨
⎧

>
<−

=
1||           ,  0
1||      ,1)(

2

t
tttf

(b)  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+∞<<
<<
<<−−
−<<∞−

=

t
t
t

t

tf

1         ,  0
10             , 1
01         ,1
1      ,  0

)(  

  (c)  a
t

tf
2)(

e)(
π−

= . 

1.1.2 求作如图所示的锯形波关于 的变化图. || nc
 

 

 

 

 

1.1.3 求证：若 )(tf 满足傅氏积分定理条件，当 )(tf 为奇函数时，则

有 

,dsin)()( 0∫
∞+= ωωω tbtf   

其中 

 ∫
∞+= 0 dsin)(2)( tttfb ω

π
ω ； 

当 )(tf 为偶函数时，则有 

,dcos)()( 0∫
∞+= ωωω tatf    
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其中 ∫
∞+= 0 dcos)(2)( tttfa ω

π
ω ； 

1.2.1 求下列函数的傅氏变换，并推证下列积分结果: 

(a) ),0(  )( || >= − ββ tetf  证明：∫
∞+ −=

+0
||

22 2
cos tedt β

β
πω

ωβ
ω

. 

(b)  证 明 ：, cos)( || tetf t−=

∫
∞+ −=

+
+

0
||

4

2
cos

2
cos

4
2 tetd tπωω

ω
ω

. 

(c) 

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.||      ,  0
;||   ,sin

)(
π
π

t
tt

tf   证 明 ：

∫
∞+ =

−0 21
sinsin ω
ω

ωωπ dt

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤

.||         ,  0

;||   ,sin
2

π

ππ

t

tt
 

1.2.2 求下列函数的傅氏逆变换: 

(a) 
)5)(3(

2)(
ωω

ω
ii

F
++

= ; (b) 

)9)(5(
10)( 2

2

ωω
ωω

++
+

=
i

F  . 

1.2.3 己知某函数的傅氏变换为
ω
ωω sin)( =F ，求该函数的 )(tf . 

1.2.4 设 )(ωF 是函数 )(tf 的傅氏变换，证明： =− )( ωF F )]([ tf −
（翻转性质）. 

1.2.5 若 =)(ωF F )]([ tf ，证明：  

F )]()([
2
1]cos)([ 000 ωωωωω ++−= FFttf . 
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1.2.6 证明：
dt

tdftftf
dt

tdftftf
dt
d )()()()()]()([ 2

12
1

21 ∗=∗=∗ . 

1.2.7 证明：若 )(]F[ )( ωϕ Fe ti = ，其中 (t)ϕ 为一实函数，则 

F ])()([
2
1)]([cos ωωϕ −+= FFt , 

F ])()([
2
1)]([sin ωωϕ −−= FF
i

t . 

1.2.8 己知 F )()]([ ωFtf = ，求下列函数的傅氏变换: 

(a) )(ttf ;   (b) )1()1( tft −− ;  (c) )2( ttf ; 

(d) )2()2( tft −− ;  (e) )52( −tf ;   (f) 
dt

tdf
t

)(
. 

1.2.9 求下列函数的傅氏变换: 

(a) ;  (b) )()( tutetf at−= 222

2

4
)(

ta
atf
π+

= . 

1.2.10 利用傅氏变换求解下列积分方程： 

        (a) ∫
∞+ =0 sin)( ωωω tdg

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤
<≤

.2       ,  0
;21     ,  2
;10      ,  1

t
t
t

 

(b) ∫
∞+ =0 cos)( ωωω tdg

t
tsin
. 

1.2.11若 

⎩
⎨
⎧

≥

<
=

− 0   ,  

0      ,  0
)(1 te

t
tf t   ，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

=
其它        , 0

2
 0   ,  sin

)(2

πtt
tf ，

求 )()( 21 tftf ∗ . 

1.2.12 利用瑞利定理，求下列积分的值: 
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(a) ∫
∞+

∞−

− dx
x

x
2

cos1
;     (b) ∫

∞+

∞−
dx

x
x

2

4sin
; 

(c) ∫
∞+
∞− +

dx
x 22 )1(
1

;     (d) ∫
∞+
∞− +

dx
x

x
22

2

)1(
. 

1.3.1 求下列函数的傅氏变换: 

(a) bttu sin)( ;  (b) bttu cos)( ;  

(c) ;  (d) )(cos 0 tute at ⋅− ω )( 0
0 ttue ti −ω

;   

(e) ;     (f) t3sin
⎩
⎨
⎧

>
<−

=
0       t,1 
0     ,1

)sgn(
t

t . 

1.3.2 设 ， 求)1()1()(   ,cos)( 21 −++== tttftetf t δδ
)()( 21 tftf ∗ . 
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