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2.1 拉普拉斯变换 

1 拉普拉斯积分 

2 拉普拉斯变换 

 

1 拉普拉斯积分 

（1）拉普拉斯积分的概念 

定义2.1 称含复参变量s的广义积分 

                   (2.1) ∫
+∞ −
0

de)( ttf st

为拉普拉斯积分. 

    例 2.1 求单位阶跃函数 

          

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0     ,  0
;0       ,1

)(
t
t

tu

的拉普拉斯积分.  

解 因为 

      
+∞→

+∞ − =∫ b

st ttu limde)(
0

)e1(1limdeb

0
sb

b

st

s
t −

+∞→

− −=∫  

所以，当且仅当 时， 0)Re( >s

    )0)(Re(   1de)(
0

>=∫
∞+ − s

s
ttu st

. 
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例 2.2 求指数函数 

      
ttf αe)(* =  

的拉普拉斯积分(其中α为任意复常数). 

解   tt tsstt dedee 0
)(

0 ∫∫
∞+ −−∞+ − = αα

 

        ))Re()(Re(1 α
α

>
−

= s
s

. 

   例 2.3 求正弦函数 

      kttf sin)(* =  

的拉普拉斯积分(其中k为任意复常数). 

解 ttkt stktktst de)e(e
i2

1desin 0
ii

0 ∫∫
∞+ −−∞+ − −=  

            )
i

1
i

1(
i2

1
ksks +

−
−

=  

     0)i(Re( >− ks 且 )0)iRe( >+ ks  

           22

2

ks
k
+

=  |)iRe(|)(Re( ks −> ）. 

（2）拉普拉斯积分存在定理 

定理 2.1 若函数 )(* tf 在区间 ),0[ +∞ 上满足下列条件: 

(1) )(* tf 在任一有限区间上分段连续; 

(2)存在着常数 0,0 0 >> cM ,使得 

      , 
tcMtf 0e|)(*| <

则在半平面 上,积分 0)Re( ccs >=

       ∫
∞+ −

0 de)(* ttf st

存在,由此积分所确定的函数 )(sF 解析. 

证 由条件(2)可知,当 0)Re( ccs >= 时, 
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     ∫∫
∞+ −∞+ − ≤ 00 d|e)(*|de)(* ttfttf stst

 

         

.

d|e|

d|e|

0

0
)(

0
)(

0

0

cc
M

tM

tM
tcc

tcs

−
=

=

<

∫

∫
∞+ −−

∞+ −−

 

所以 在 时收敛,即该积分存在.  ∫
∞+ −

0 de)(* ttf st
0)Re( cs >

又因为 

∫∫
∞+ −−∞+ − ≤ 0

)(
0 ded|e)(*| 0 ttMtttf tccst

 

        2
0 )( cc

M
−

=  . 

故 

     ∫
∞+ −= 0 ]de)(*[

d
d)]([

d
d ttf

s
sF

s
st

 

         

.de)(*

d]e)(*[
d
d

0

0

∫

∫
∞+ −

∞+ −

−=

=

tttf

ttf
s

st

st

 

所以 )(sF 在半平面 上可导,解析.  0)Re( cs >

例 2.4 求幂函数 (常数
mttf =)(* 1−>m )的拉普拉斯积分. 

解   由 于 为 右 半 平 面 的 任 一 复 数 ， 设s θiers =  

)
2
π

2
π( <<− θ ， stz = ，则 

  ∫∫
∞+ −∞+ − = 00 dede)(* ttttf stmst
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        ∫
∞+ −

+= 01 de1 zz
s

zm
m   

上式右边的积分路线为从原点出发， 

沿直线 至无穷远点（见图 2.1） BA
由于

zmz −e 在除原点外的复平面上解析， 故

由柯西定理知 

0de)( =+++ −∫∫∫∫ zz zm

CrRCAB Rr

，  

                                                            图 2.1 
即 

  .   （2.2） zzzz zm

C

R
r

C

A
B

zm

Rr

de)(de −− ∫∫∫∫ ++=

因为 

  zzzz
RR C

zm

C

zm d|e||de| ∫∫ −− ≤  

       sz
RC

RRm d|e||| )sinicos(∫ +−= θθ  

      sR
RC

Rm de cos∫ −= θ  

      0e cos1 →= −+ θθRmR   ，  )( +∞→R
同理可得 

   0e|de| cos1 →≤ −+−∫ θθrm

C

zm rzz
r

    )0( +→r

在式（2.2）两边同时令 +∞→R ，
+→ 0r 得 

   xxzz xmzm dede 00 ∫∫
∞+ −∞ − = )1( += mΓ  

故 
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   10
)1(de +

∞+ − +
=∫ m

stm

s
mΓzt    .  )0)(Re( >s

特别地，当m为非负整数时，由于 

   L== ∫∫
∞+ −−∞+ − xxmxx xmxm dede 0

1
0  

           !m= . 
得 

10
!de +

∞+ − =∫ m
stm

s
mzt  . )0)(Re( >s

当
2
1

−=m 时，由于 

   uxx uxm de2de 00

2

∫∫
∞+ −∞+ − =    )( xu =  

         π= ， 
得 

   
s

tt u πde0
2
1

=∫
∞+ −−

. 

2 拉普拉斯变换 

定义 2.2 设 )(tf 为定义在 ) ,0( ∞+ 上的实值(或复值)函数,其

收敛的拉普拉斯积分 

            ( 为复参量)   (2.3) ∫
∞+ −= 0 de)()( ttfsF st s

建立的从 )(tf 到 )(sF 的对应称作拉普拉斯变换(简称拉氏变换).用

字母 L表达,即 

                 =)(sF L )]([ tf .          (2.4) 

称 )(tf 为 L变换的像原函数, )(sF 为 L变换的像函数.  

例 2.5 求函数 kttf ch)( = 的拉普拉斯变换(其中k为任意复常

数). 
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解   ∫
+∞ −=
0

dech][ch tktkt st

∫
∞+ −

−+
=

0
de

2
ee tst
ktkt

 

       )11(
2
1

ksks +
+

−
=  

      22 ks
s
−

=  |))Re(|)(Re( ks > . 

     

例 2.6 求δ 函数的拉普拉斯变换 
解 在具体求解题目之前,需先就拉普拉斯变换中积分下限的问题

加经澄清.由于 

     L- ∫
+

−
−= 0

0 de)()]([ ttftf st
+ L+ )]([ tf . 

所以当 )(tf 满足拉氏积分存在定理的条件,且在 0=t 附近有界

时, ,即 0de)(0
0 =∫
+

−
− ttf st

L- =)]([ tf L+ )]([ tf . 

当 )(tf 在 0=t 处包含一个δ 函数时， ,即 0de)(0
0∫
+

− ≠− ttf st

         L- ≠)]([ tf L+ )]([ tf . 

为此,将进行拉氏变换的函数 )(tf ,当 0≥t 时的定义扩大到当

0>t 及 0=t 的 某 邻 域 内 . 这 样 拉 氏 变 换 的 定 义

L ∫
∞+ −= 0 de)()]([ ttftf st

应为L-

+∞
∫ −

−= 0 de)()]([ ttftf st
. 

为书写简便,该定义仍写为原来的形式. 

 

根据上面的陈述及δ 函数的筛选性质易得 

    L ∫
∞+ −
−= 0 de)()]([ ttt stδδ  
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.1

de)(

=

= ∫
∞+

∞−
− tt stδ

 

如果脉冲出现在 0tt = 时刻 )0( 0 >t ，有 

   L ∫
∞+ −
− −=− 0 00 de)()]([ ttttt stδδ  

            

.e

de)(
0

0

st

st ttt
−

∞+

∞−
−

=

−= ∫ δ
 

 

例 2.7 求函数 

    )(e)(e)(   tuttf tt ββ βδ −− −=  )0( >β  

的拉氏变换. 

解   L =)]([ tf L- )]([ tf  

       ttut sttt de])(e)([e0
  −∞+ −−∫ − −= ββ βδ

ttt tsts ded)(e 0
)()( ∫∫

∞+ +−∞+

∞−
+− −= ββ βδ  

β
β
+

−=
s

1  

β+
=
s
s

   ))(Re( β−>s . 
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2.2 拉普拉斯逆变换 

    定义 2.3 若 =)(sF L )]([ tf ,则积分 

          ∫
∞+

∞−
= i

i de)(
iπ2

1)( α
α ssFtf st

   (α为 的实部) s

建立的 )(sF 到 )(tf 的对应称作拉普拉斯逆变换(简称拉氏逆变换).

用字母L-1
表达,即 

                 =)(tf L-1 )]([ sF . 

它与拉氏变换构成了一个拉氏变换对.  

定 理 2.2 若 )(tf 满 足 拉 氏 积 分 存 在 定 理 的 条 件 , 

=)(sF L )]([ tf .那么,当 0)Re( cs >=α 时，在 )(tf 的连续点处有

反演公式 

     ∫
∞+

∞−
= i

i de)(
iπ2

1)( α
α ssFtf st

. 

在 )(tf 的间断点处,上式右端收敛于 )]0()0([
2
1

−++ tftf . 

证明从略.  

    定理 2.3 若 是函数nsss ,,, 21 L )(sF 的所有奇点(适当选取α使

这些奇点全在 α<)Re(s 的范围内),且当 ∞→s 时, 0)( →sF ,

则有 

∑∫
=

∞+

∞−
=

n

k
k

stst ssFsssF
1

i
i ],e)([Rede)(

iπ2
1 α

α , 

即 

    ∑
=

=
n

k
k

st ssFstf
1

],e)([Re)(   )0( >t .   (2.10) 

证  作如图 2.2 所示闭曲线 
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图 2.2 
 

RCLC += ， RC 是半径为 的圆弧，当 充分大后，R R )(sF 的所有

奇点包含在C围成的区域内.由留数定理可得 

     ， ∑∫
=

=
n

k
k

st

C

st ssFsssF
1

],e)([Reiπ2de)(

根据推广的约当定理，当 0>t ， +∞→R  时， 

       ， 0de)(lim =∫
+∞→ RC

st

R
ssF

从而 

 ]∑ ∫∫
=

∞+

∞−
−=

n

k
C

st
k

stst

R
ssFssFssF

1

i

i
de)(,e)(Res[de)(

iπ2
1 α

α
                  

  ∑
=

=
n

k
k

st ssF
1

],e)(Res[

故 

  =)(tf L-1 =)]([ sF ∑
=

n

k
k

st ssF
1

],e)(Res[ . 

     

例 2.8 求L-1 ]
16

e[ 2

2

+

−

s
s s

. 

解 Q i)2(4
i4

)2(
2

2

e
2
1|e

2
1i]4  ,

16
eRes[ −

=
−

−

==
+

t
s

st
s

s
s

, 

     i)2(4
i4

)2(
2

2

e
2
1|e

2
1i]4  ,

16
eRes[ −−

−=
−

−

==−
+

t
s

st
s

s
s

. 

∴L-1 ∑
=

−−

+
=

+

n

k
k

st
ss

s
s
s

s
s

1
2

2

2

2
],e

16
eRes[]

16
e[  
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             ]e[e
2
1 i)2(4i)2(4 −−− += tt

 

       )2(4cos −= t    )2( >t . 

 

例 2.9 求函数 

    
)(

)( 222 β
β
+

=
ss

sF  

的拉氏逆变换. 

解 Q ]0  ,
)(

eRes[ 222 β
β
+ss

st

 

]e
)(

[
d
dlim 222

2

0

st

s ss
s

s β
β
+

⋅=
→ β

t
=   

      

 2

i

i
23222 i2

e
24

ei]  ,
)(

eRes[
ββ

β
β

β β

β

t

s

stst

ss
β

ss
−=

+
=

+ =

, 

    2

i

222 i2
ei]  ,

)(
eRes[

ββ
β βtst

β
ss

−

−=−
+

. 

  ∴ L-1

i2
ee1)]([

ii

2

tttsF
ββ

ββ
−

+=
−

 

     2
sin
β
β

β
tt

−=  
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2.3 拉普拉斯变换的性质 

1.线性性质 

2.微分性质 

3.积分性质 

4.延迟性质 

5.位移性质 

6.卷积与卷积定理 
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1.线性性质 

L =+ )]()([ tgtf βα α L )]([ tf β+ L )]([ tg ;   (2.11) 

L-1 αβα =+ )]()([ sGsF L-1 )]([ sF β+ L-1 )]([ sG . (2.12) 

其中 α ,β是常数. 

例 2.10 求函数 

     
ktktkttf ecossin)( ++=

的拉氏变换.  

解 由式(2.11)及拉氏变换表知 

  L =)]([ tf L +][sin kt L +][coskt L  ][ekt

      
ksks

ks
−

+
+
+

=
1

22   |))Re(|)(Re( ks > . 

 

例 2.11 求函数 

))((
1)(

bsas
sF

−−
=   )( ba ≠  

的拉氏逆变换. 

解  因为 

)11(1)(
bsasba

sF
−

−
−−

= , 

所以,由式(2.12)及拉氏变换表知       插入式 2.12 

L-1

ba
sF

−
=

1)]([ {L-1 −
−

]1[
as

L-1 ]1[
bs −

} 

    )e(e1 btat

ba
−

−
=  

 . ))]Re(),max(Re()[Re( bas >
 

 

 12



例 2.12 求函数 

    
))((

1)( 2222 bsas
sF

++
=  

的拉氏逆变换. 

解  因为 

  )(1)( 222222 bs
s

as
s

ab
sF

+
−

+−
= , 

所以,由式(2.12)及拉氏变换表知                插入式 2.12 

L-1

22

1)]([
ab

sF
−

= { L-1 −
+

][ 22 as
s

L-1 ][ 22 bs
s
+

} 

   )cos(cos1
22 btat
ab

−
−

=  

 . |)])Re(i||,)Re(imax(|)[Re( bas >
 2.微分性质 

(1) 像原函数的微分性质 

          L )0()()]('[ fssFtf −= ；     (2.13) 

L )0()0(')0()()]([ 121)( −−− −−−−= nnnnn ffsfssFstf L  

                       .  (2.14) ))(Re( 0cs >

(2) 像函数的微分性质 

        =)(' sF L )]([ ttf−     ;   (2.15) ))(Re( 0cs >

        L   .  (2.16) =)()( sF n )]()[( tft n− ))(Re( 0cs >
    

证  (1) QL ttftf st de)()]('[ 0∫
∞+ −= . 

                ttfstf stst de)(|e)(
00 ∫
+∞ −∞+− +=  

          Ls= )0()]([ ftf − .   

           ∴ L )0()()]('[ fssFtf −= . 
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若反复利用上式可得： 

   L =)]('[ tf L })]'('{[ tf  

        Ls= )0(')]('[ ftf −  

      , )0(')0()(2 fsfsFs −−=
           …… 

L  )]([ )( tf n

)0()0(')0()( 121 −−− −−−−= nnnn ffsfssFs L   

               .   ))(Re( 0cs >

 (2) 由于 )(sF 在 内解析,因而 0)Re( cs >

   ttf
s

sF st de)(
d
d)(' 0∫

∞+ −=  

     

tttf

ttf
s

st

st

de)(

d]e)([
d
d

0

0

∫

∫
∞+ −

∞+ −

−=

=
 

     L = )]([ ttf− ,   

用同样的方法可得: 

   =)('' sF  L , )]()[( 2 tft−
   …… 

   L . =)()( sF n )]()[( tft n−
 

例 2.13 求函数 

    kttf sin)( =  

的拉氏变换. 

解   Q ')'(sin kt ktk sin2−=   

        L[ ] =')'(sin kt L[ ]ktk sin2−    
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  ∴ L
2s =′−− 0nsi0sin][sin skt 2k− L ][sin kt . 

  ∴ L 22][sin
ks
kkt
+

=  

    |))Re(i|)(Re( ks > ,k为实数时 . )0)(Re( >s
例 2.14 求函数 

     ktttf cos)( 2=
的拉氏变换. 

解   Q L 22][cos
ks
skt
+

= , 

由式(2.16)得   

   L L         这里需插入式 2.16 =]cos[ 2 ktt ]cos)[( 2 ktt−

        

322

23

22

)(
62

')'(

ks
sks
ks
s

+
−

=

+
=

 

|))Re(i|)(Re( ks > , k为实数时 .   )0)(Re( >s
例 2.15 求函数 

    
1
1ln)(

−
+

=
s
ssF  

的拉氏逆变换. 

解  Q
1

1
1

1)('
−

−
+

=
ss

sF ，  L-1 )()]('[ ttfsF −= , 

                                     需插入 2.15 式 

    ∴  
t

tf 1)( −= L-1 ]
1

1
1

1[
−

−
+ ss

.   

查拉氏变换表得 
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    t
tt

tf tt sh2)e(e1)( =−= −
 . )1)(Re( >s

3.积分性质 

(1)原函数的积分性质 

L )(1]d)([ 0 sF
s

ttft =∫ ;       (2.17) 

       L[ ] )(1d)(dd 0 00 sF
s

ttftt n

n

t tt =∫ ∫∫ 444 3444 21
L

次

.   (2.18) 

(2)函数的积分性质 

L[ ] ∫
∞

=
s

ssFttf d)()( ;       (2.19) 

L[ ]
4444 34444 21

L

次n

s ss
n ssFssttf ∫ ∫∫

∞ ∞∞
= d)(dd)( .  (2.20) 

证 (1) 设 ,则 ∫=
t ttfth 0 d)()( )()(' tfth = , . 0)0( =h

由微分性质公式(2.13)得 

   L sth =)]('[ L )0()]([ hth − ,     这里插入式 2.13,2.17 

    L )(1]d)([ 0 sF
s

ttft =∫ . 

重复应用式(2.17),可得 

   L )(1]d)(dd[ 0 00 sF
s

ttftt n

n

t tt =∫ ∫∫ 4434421
L

次

.   

(2) 设 ,则∫
∞= s ssFsG d)()( )()(' sFsG −= . 

由微分性质公式(2.15)得 

   L-1[ ] =)(sF L-1 tsG =− )]('[ L-1 )]([ sG ,    插入式 2.15     

所以 

=)(sG L[ ]ttf )(  
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即 

      =∫
∞

s ssF d)( L[ ]ttf )( .   

当 时,有 0=s

   ∫∫∫
∞∞ −∞

==
00

0
0

d)(de)(d)( t
t
tft

t
tfssF t

. 

重复利用式(2.19),可得                         插入式 2.19 

  L[ ] ssFssttf
n

s ss
n d)(dd)(

44 344 21
L

次

∫ ∫∫
∞ ∞∞

= .   

例 2.16 求函数 

   ∫=
ttf 0 dsin)( τ
τ
τ

 

的拉氏变换. 

解  由式(2.17)得                     插入式 2.17 

  L =)]([ tf L ]dsin[ 0∫
t τ
τ
τ

s
1

= L ]sin[ tt , 

又由式(2.19)得                                插入式 2.19 

   L ∫
∞

=
s

tt ]sin[ L st d][sin ∫
∞

+
= s s

s
d

1
1

2  

        sarctan
2
π
−= .  

故 

  L )arctan
2
π(1]dsin[ 0 s

s
t −=∫ τ
τ
τ

.   

顺便可得                   插入本页第 6 行式的用等号连的首尾 

   s
s

t
t
t d

1
1dsin

0 20 ∫∫
∞∞+

+
=  

      ∞= 0|arctan s  
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2
π

= .   

例 2.17 计算积分 

   ∫
∞+

−− −
0 dee t

t

btat
 

解  Q ∫∫
∞∞+ = 00 d)(d)( ssFttf , 

      ∴ ∫∫
∞∞+

−−

=
−

00 dee t
t

btat
L sbtat d]e[e −− −  

              s
bsas

d)11(0 +
−

+
= ∫

∞
 

              
a
bln= .   

4.延迟性质 

若 0<t 时, 0)( =tf ,则对任一非负实数 0t 有 

     L )(e)]([ 0
0 sFttf st−=− ,     (2.21) 

或 

       L-1 =− )]([e 0 sFst )( 0ttf − . 

证  因为   

L  tttfttf stde)()]([ 0 00
−∞+

∫ −=−

     tttf st
t de)(
0

0
−∞+

∫ −= 0( <t 时 )0)( =tf  

     )d(e)(e 0
)(

0
0

0

0 ttttf tts
t

st −−= −−∞+− ∫  

      uuf su
t

st de)(e
0

0 −∞+− ∫= )( 0ttu −=  

    . )(e 0 sFst−=
故等到式成立.    
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例 2.18 求函数 

     
⎩
⎨
⎧

<
≥

=−
0

0
0    ,0

    ,1
)(

tt
tt

ttu

的拉氏变换. 
解  由于 

L
s

tu 1)]([ =  

故由延迟性质得                                插入 2.21 

    L 0e1)]([ 0
st

s
ttu −=− .   

    例 2.19 求如图 2.3 所示阶梯函数 )(tf 的拉氏变换. 

解 利用单位阶跃函数,可将这个函数表示为 

L+−+−+= )2()()()( 00 ttAuttAutAutf
     ])2()()([ 00 L+−+−+= ttuttutuA  

再由线性性质和延迟性质可得  插入式 2.21 

L )e1e11()]([ 00 2 L+++= −− stst

sss
Atf  

)ee1( 00 2 L+++= −− stst

s
A

           图 2.3 

    

应用延迟性质,我们还可以求周期函数的拉氏变换,即 

设 )0)(( >ttfT 是以T 为周期的周期函数,如果 

    )()( tftfT = , Tt <≥0 , 

则 

   ttftf T sT
sTT de)(

e1
1)]([ 0∫

−
−−

=  .  (2.22)    

事实上,在第 1+k 个周期内 

 19



  )()( kTtftfT −= , TktkT )1( +<≥ , 

不妨设在 Tt ≥ 上有 0)( =tf ,应用延迟性质得 

   L
skTkTtf −=− e)]([ L )]([ tf , 

因此 

  L =)]([ tfT L ])([
0
∑
∞

=
−

k
kTtf ∑

∞

=
=

0k
L )]([ kTtf −  

    = L ∑
∞

=

−

0
e)]([

k

skTtf ttf stT
skT de)(

e1
1

0
−

− ∫−
= .   

例 2.20 求全波整流函数 )0(|sin|)( >= tttf 的拉氏变换(如图

2.4). 

解  由式(2.22)知插入式 2.22 

L ttt st
s desin

e1
1|]sin[| π

0π
−

− ∫−
=  

π
02π )]cossin(

1
e[

e1
1 tts

s

st

s −−
+−

=
−

−     图 2.4 

1
e1

e1
1

2

π

π +
+

−
=

−

− s

s

s  

            
2
πcth

1
1

2
s

s +
= .   

例 2.21 求函数 

    
16

e)( 2

2

+
=

−

s
ssF

s
 

的拉氏逆变换. 
解  因为 

   L-1 t
s
s 4cos]

16
[ 2 =

+
   , )0)(Re( >s
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16

e)( 2
2

+
= −

s
ssF s , 

由式(2.21)知                                插入式 2.21 

   L-1

⎩
⎨
⎧

<
≥−

=
.2                ,0    
;2    ),2(4cos

)]([
t
tt

sF  

   

5.位移性质 

     =− )( asF L ,      (2.23) )]([e tfat

或 

  L-1
. )(e)]([ tfasF at=−

证 由拉氏变换定义知 

    L ttftf statat de)(e)]([e 0
−∞+

∫=  

       ttf tas de)( )(
0

−−∞+
∫=  

       )( asF −=  )0)(Re( >− as .   

例 2.22 求函数 

     tatttf t at dsine)( 0∫=
的拉氏变换. 

    解  Q L =)]([ tf L  ]dsine[ 0 tattt at∫

         
s
1

= L , (积分性质)插入式 2.17    ]sine[ att at

                             
    L {]sin[ −=att L ]}'[sinat   (微分性质)   插入式 2.15 

)'( 22 as
a
+

−= 222 )(
2
as
as
+

−= , 
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  L 222 ])[(
)(2]sine[
aas
asaatt at

+−
−

=   (位移性质)  插入式 2.23 

   ∴ L 222

2

0 )22(
22]dsine[
aasss

aastattt at

+−
−

=∫ .   

例 2.23 求函数 

   22 3)2(
52)(
++

+
=
s
ssF  

的拉氏逆变换. 

解  Q 22 3)2(
1)2(2)(

++
++

=
s
ssF    

   ∴ L-1 =)]([ sF L-1 ]
3)2(
1)2(2[ 22 ++

++
s
s

    

      L
t2e−= -1 ]

3
12[ 22 +

+
s
s

  (位移性质)   插入式 2.23 

      L2{e 2t−= -1

3
1]

3
[ 22 +

+s
s

L-1 ]}
3

3[ 22 +s
， 

            )3sin
3
13cos2(e 2 ttt += − .  （查表）   

6.卷积与卷积定理 

定义 2.3 若给定的两个函数 )(1 tf , )(2 tf 在 0<t 时均为零,则积

分 

                     (2.25) ∫ −t tff0 21 d)()( τττ

称为函数 )(1 tf 与 )(2 tf 的卷积,记作 )()( 21 tftf ∗ ,即 

=∗ )()( 21 tftf ∫ −t tff0 21 d)()( τττ .   

卷积运算满足交换律、结合律、分配律： 
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   )()()()( 1221 tftftftf ∗=∗  

[ ] )()()()]()([)( 321321 tftftftftftf ∗∗=∗∗  

)()()()()]()([)( 3121321 tftftftftftftf ∗+∗=+∗    

   例 2.24 设函数 

     

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0   ,0
;0    ,

)(1 t
tt

tf
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0      ,0  
;0    ,sin

)(2 t
tt

tf

求 )()( 21 tftf ∗ . 

解 依卷积定义，有 

   ∫ −=∗ t ttftf 021 d)sin()()( τττ

       ∫ −−−= tt tt 00 d)cos(|)cos( ττττ

       

.sin
|)sin( 0

tt
tt t

−=
−+= τ

   

定理 2.4 (卷积定理) 

若 L=)(1 sF )]([ 1 tf , =)(2 sF L )]([ 2 tf ,则 

L )()()]()([ 2121 sFsFtftf =∗ ,     (2.26) 

或    

L-1 )()()]()([ 2121 tftfsFsF ∗= . 

证  由 0<t 时, 0)()( 21 == tftf 得  

uuffsFsF sus d)(ede)()()( 2121 ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−
−−= ττ τ

   

令 τ−= tu 引入变量t ,  

τττ ττ d]d)(e[e)()()( 2
)(

121 ttffsFsF tss∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−
−−− −= . 

          ttffst d]d)()([e 21 τττ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

− −= . 

而 

 23



    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥−
=− ∫∫

∞+

∞− 0.                  0              

;0    ,d)()(
d)()( 20 1

21
t

ttff
tff

t τττ
τττ

所以 

   ttffsFsF tst d]d)()([e)()( 0 20 121 τττ∫ ∫
∞+ − −=

       ttftf st de)]()([0 21∫
∞+ −∗=

       L= )]()([ 21 tftf ∗ . 

   

例 2.25 求函数 

   
)1(

1)( 22 ss
sF

+
=  

拉氏逆变换. 

解  Q
1

11)( 22 +
=

ss
sF ,  

 L-1 t
s

=]1[ 2 ,    L-1 t
s

sin]
1

1[ 2 =
+

. 

    ∴ L-1 =)]([ sF L-1 ]
1

11[ 22 +ss
 

tt sin∗=   （卷积定理）   插入式 2.26 

.sin tt −=    

  例 2.26 求函数 

   22 )134(
1)(
++

=
ss

sF  

拉氏逆变换. 

解  Q 2222 3)2(
1

3)2(
1)(

++
⋅

++
=

ss
sF ,  

 24



       L-1 t
s

t 3sine]
3)2(

3[ 2
22

−=
++

. （位移性质）插入式 2.23 

   

      L-1 )3sin(e)3sin(e
9
1)]([ 22 ttsF tt −− ∗= （卷积定理） 

         τττ ττ d)33sin(e3sine
9
1 )(2

0
2 −= −−−∫ ttt

 

      τττ d)33sin(3sine
9
1

0
2 −= ∫− ttt  

      ττ d]3cos)36([cose
18
1

0
2 tttt −−= ∫−  

      tt tt
0

2 ]3cos
6

)36sin([e
18
1 ττ

−
−

= −  

      )3cos33(sine
54
1 2 tttt −= − . 

   

例 2.27 求积分方程 

   ∫ −+= t tyatty 0 d)sin()()( τττ
的解. 

解  Q ttytyt sin)(d)sin()(0 ∗=−∫ τττ  

    ∴ L aty =)]([ L +][t L ]sin)([ tty ∗ .      插入式 2.26 

       L += 2)]([
s
aty L ⋅)]([ ty L ][sin t  （卷积定理）   

    ∴ L += 2)]([
s
aty L 1)]([ 2 +sty  

=)(ty L-1 ][ 24 s
a

s
a
+  

 25



   )
6
1( 3tta += . 

   

拉普拉斯变换性质一览表 

性质 )(tf      )(sF  

线性 )()( tgtf βα +   α )(sF β+ )(sG  

位移       )(e tfat )( asF −  

延迟 )( 0ttf −       )(e 0 sFst−

微分     )()( tf n )0()0(')0()( 121 −−− −−−− nnnn ffsfssFs L  

)()( tft n−       )()( sF n

积分     
444 3444 21

L

n

t tt ttftt ∫ ∫∫ 0 00 d)(dd )(1 sF
sn

 

nttf )(     
4444 34444 21

L

n

s ss
ssFss∫ ∫∫

∞ ∞∞ d)(dd  

卷积  )()( 21 tftf ∗      )()( 21 sFsF ⋅  
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 2.4 拉普拉斯变换的应用 

1 解常系数线性微分方程 

2 解常系数微分方程组 
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1 解常系数线性微分方程 

初值问题 

例 2.28 求 1'3''3''' =+++ yyyy 满足初始条件 )0(')0( yy =  

0)0('' == y 的特解. 

解  设 L )()]([ sYty = ,方程两边同取拉氏变换,由拉氏变换的微

分性质并考虑初始条件得像方程：            插入式 2.14 

  
s

sYssYsYssYs 1)()(3)(3)( 23 =+++ ,     

于是 

    3)1(
1)(
+

=
ss

sY  

      32 )1(
1

)1(
1

1
11

+
−

+
−

+
−=

ssss
, 

取逆变换,得 

    ttt ttty −−− −−−= e
2
1ee1)( 2 . 

例 2.29 求 )0( )(' >−=+ bbtuyy 满足初始条件 的

特解. 

0)0( yy =

解   Q bs

s
sYyssY −=+− e1)()( 0  

   ∴ 
1)1(

e)( 0

+
+

+
=

−

s
y

ss
sY

bs
, 

   ∴ tbt ybtuty −−− +−−= e)(]e1[)( 0
)(  

 28



        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−+

≤<
=

−

−

.   e)e(1

;0           ,e

0

0

bty

bty
tb

t

例 2.30 如图 2.5 所示的电路中,当 0=t 时,开关k闭合,接入信号源

tEte ωsin)( 0= , 感起始电流等于零,求 )i(电 t . 

解 根据基尔霍夫定律有 0)0( =I ，且 

    tEtRItIL ωsin)( 0)( =+′  

                    

图 2.5 

        

 设 L

            

      

)()]([ sItI = ，则  

220
ω)(
+

=sI)(
ω

+
s

ERsLsI                  

    ∴ 
))((

)( 22
0

ω
ω

++
=

sRLs
EsI  

      22
0 1

ω
ω
+

⋅
+

⋅=
s

L
RsL

E
。 

取逆变换，并根据卷积定理，可得 

)sin(e)( 0 t
L
E tR−

tI L ω∗=  

  τωτ
τ

desin
)(

0
0

−−

∫=
t

L
R

t

L
E
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)(

222
0

222
0 e)cossin(

τ

ω
ωωωω

ω

−−

+
+−

+
= L 

t
L
R

LR
LEttR

LR
E

. 

 

例 2.31 质量为 的物体挂在弹簧系数为m k的弹簧的一端(如图

.6),作用在物体上的外力为 )(tFx .2 若物体自静止平衡位置 处开

始运 求 动

0=x

动, 该物体的运 规律 )(tx . 

解 根据牛顿定律, 有                   此处有图 2.

   )(''

.6 

)()(tFtmx x kx t−=  

其中 )(tkx− 是弹簧恢复力，且 0)0(')0( == xx . 

)()]([ sFtFx =设 L s)]([ Xtx = )( , L ,则 

2 sXms , )()( FskXs =+ )(

若记
m
k

=0ω ,则有 

    )(11)( 2
0

2
sF

sm
sX ⋅

+
⋅=

ω
, 

根据卷积定理,得 

    
m

tx 1)( = L-1 ]1[ 2
0

2 ω+s
*L-1 )(sF  

     ττωτ
ω

d)(sin )(1
00

0
−= ∫ tF

m
t
z . 

 

边值问题 
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0'2'' =+− yyy 满足初始条件 0)0( =y , 2)1( =y例 2.32 求 的

特解

(')0() =+−− sYyysys

       

. 

解 Q 0)(2)0(2 +− ssYYs , )()0(2

∴ 2)1(
)0(')(

−
=
s
ysY , 

     

用

ttyty e)0(')( = ,

2)1( =y 代入上式得 

   e2 y )0(')1( y==

 

, 

1e2)0(' −=y∴  , 

1e2)(' −= ttty  ∴ . 

 解常系数线性微分 程组 

,1''

⎪⎩

⎪
⎧

=+

 

    2. 方

=
    例 2.33 求  ,0'⎨ =++

0'4   

++

zy

zyx
足 0)0()0()0( === zyxzyx 满 的解. 

s解  设 L[ )()](t Xx )([= , L ] sty Y )( , L )()]([ sZtz == 对方

程组中每个方程两边取拉氏变换,得像方程组: 

     
.0)(4)(            
,0)()()(

,
s
1)()

⎪
+()(

⎪
⎪

⎩

⎪

⎨

⎧

=+
=++

=+

sZsY
sZssYsX

ssZsYssX
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解此方程组，并取逆变换得 

)1(4
14)( =sX 22

2

−
−
ss
s

， 

   =)(tx L-1

4
1]

)1(4 22 −ss
14[

2
=

−s
L-1 ]1

1
3[ 22 ss

+
−

 

)sh3(
4
1 tt += ,     

)1(
1)( 2 −

−=
ss

sY   ，

=)(ty L-1 =
−

− ]
)

]
1

1[ 2 −
−
s
s

s
 

1(
1[ 2ss

L-1

tch1−= ,     

)1(4
1)( 22 −

=
ss

sZ  

=)(

，  

tz L-1

4
1]

)1
]1

1
1[ 22 ss

−
−

 
(s4
1[ 22 =
−s

L-1

)(sh
4
1 tt −=    . 

例 2.34 求下面方程组的解， 

''''

⎩
⎨
⎧

−=+−−
−=+−
txyxy

yxxy t

   
⎩
⎨
⎧

==
, 

'2''''2
2e'− )0(

.
0)0(')0(
0)0('= =

xx
yy

 

s解 L ([ )()] Xtx [= , L sy )()](t Y= .则 
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,1)()(2)()(2

,2
1-s

1)()()()(

2
22

22

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

   

−=+−−

−=−+−

s
sXssYsXssYs

s
sYssXsXssYs

 

解方程并求逆变换得： 

22 )1(
12)(X

−
−

=
ss
ss ,    

  ]e12[
d
dlim]e

)1(
12[d

d
lim)( 2122

st

s

st

s
s

sss
stx

0s s
−

+
−
−

=
→

 

    

→

]e
)1(

21s
−

)1(
2e[lim 3220

stst

s s
s

ss
t

−−
−

=
→

 

 ]e)1(212e[lim 321

stst

s s
s

s
st −

+
−

+
→

    

    ttt e+−= ， 

2)1(
1)(
−

−=
ss

sY ，  

L-1 ]
1

1=)(ty
)1−(

11[ 2 −
−+
sss

 

     ttt e1 − e+= , 
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    5 习 题 

 

2.1.1 由定义分别直接计算下列各函数的拉氏变换. 

   (a) )(sin)(cos)( ttutttf −= δ ; 

(b) 

⎩
⎨
⎧

≥≤

<<
=

.π ,0       ,  0
;π0       ,sin

)(
tt

tt
tf

或
 

(c) 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>
<≤−
<≤

=
.4       ,  0

;42     1
;20       ,3

)(
t
t
t

tf   

2.2.1 利用留数，求下列函数的拉氏逆变换。 

   (a) ;  (b) 
2))(( bsas

cs
++

+
;   (c) 23 )1(

2
−
+
ss
s

)(
1

3 ass −
. 

2.3.1 利用拉氏变换的性质及拉氏变换表求下列函数的拉氏变换。 

(a) tt βα coscos ;  (b) )2()1( −−− tutu ; 

(c) 
tt 23 e3 + ;  (d) ; 

2.3.2 设 L

)(5e2 tt δ+
)()]([ sFtf =  证明 

(a) L-1 )0(      )(1)]([ >= b
b
tf

b
bsF  

(b) L )0,0(      e)(1)]()([ >>=−−
−

ba
a
sF

a
batubatf

s
a
b

 

并由此性质计算 L )0,0(    )]()[sin( <>++ ϕωϕωϕω tut 。 

2.3.3 求下列函数的拉氏变换。 

   (a) );2sin( −t     (b) )2()2sin( −− tut ; 

   (c) )2(sin −ttu ;    (d) ; 

   (e) 

)2(e2 −tut

)]2()1()[1( −−−− tutut ; 
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2.3.4 利用延迟性质，求下列函数的拉氏逆变换。 

  (a) 
s

s 15e +−

 ;  (b) 
4

e
2

2

−

−

s

s
;   (c) 3

22 e)1(e2
s
ss ss −− +−

. 

2.3.5 用单位阶跃函数把下列各图所示的函数表示出来，并求其拉氏

变换。 

 

 

 

 

2.3.6 利用拉氏变换的性质，求下列函数的拉氏变换。 

(a) ;  (b) tt e)1( 2− tt βα cose )( +− ;  (c) )0(   )(e >atfa
t

; 
−

a

(d) tt βtα sine ;  (e) − tt 2sine 3

t

−

;  (f) 
t

2
cos1
t
−

; 

(g) 
t

; (h 1(u
t3e

   ) t )e−− ;   (i) )sin(e
d
d

2

2
t

t
t− ; 

(j) d2sine∫ − ; (k) ; (l) tttt t d2sine0
3∫ − t

t
tt

t
d2cose

0∫
−ttt t t3

0 . 

2.3.7 计算下列积分： 

(a)
3∞+ − ;  (b) ttt d2cos tt t de0

2∫
∞+ −

 e0∫ ;  

(c) t
t

tt
dsin

0

2−

;  (d) t
t
tt
dsine

0

2

∫
∞+

−tshe
∫

∞+
;  

t sine0
3 − ; (e) tt d∫

∞+
  (f) t t

t
t dsin

0 2

2

∫
∞+

. 

2.3.8 利用拉氏变换的性质，求下列函数的拉氏逆变换。 
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32 +s
   (a) 

92 +s
;      (b) 4)2

1
+

; 
(s

   (c) )(  
))(( 2222 ba

bsas
≠

++
; (d) 22s

22 )54( ++ ss
; 

2+s

 (e) ;      (f) 22 π
e

+
− −

s
ss s

3
7
+s

  . 

.3.9 求下列各函数拉氏逆变换的初值与终值： 

   (a) 

2

;  (b) 
)5(
)2(10

+
+

ss
s

)5)(2(
6
++

+
ss

s
; ; 

(c) 

 

)2()2 +1(
3

+
+
ss

s
;  (d) 

11
+1

+
s

. 

2.3.10 求下列周期函数的拉氏变换。 

 周期为

s

(a) π2 的 弦波函数；

<+

半波整流正  

≤ ≤ +

⎩ +<⎨
⎧

=
π)1

;π)12(π2      ,sin
)(

t
ktkt

tf   ,2,1,0 L=k
π)22(2(      ,0 kk

； 

 

) 周期为

 

 

(b τ2 ,齿高为 波函数h的三角冲击 )(th

 

 
 

.11 求下列函数的拉  

. 

 

2.3 氏逆变换。

2+s
s

;    (b) 
)(

1
22 ass −

;     (a) 
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22

2

)134(
44

++
++

ss
ss

(c) ; (d) 
45 24 ++ ss

s
. 

   (a) ; (b) ;  

 (c) 

2.3.12 求下列函数的卷积。 

)1(e atat −∗ ),(  为整数nmtt nm ∗
tt cossin ∗ ; (d) tt sh∗ ;  (e) )()( tfatu ∗− ;  

 (f) )()a(t ∗ tf−δ ; 

2.3.13 利用卷积定理，求下列各函数的拉氏逆变换。 

ssa
a

)( 22 +
;   (a)  (b) 

)()( 2 bsas
s

−−
;  (c) 

322 )(
1
as +

. 

2.3.14 利用卷积定理，证明： 

 (a)  L -1 at
a
t

as
s sin

2
]

)(
[ 222 =

+
.

F s
s

ttf ]d)([ 0 =∫
τ

;  (b) L
)(

 

2.4

(a) ; 

(b) 

.1 求下列常微分方程的解： 

0)0(    ,e' 2 =+=− ytyy t

2)0(',1)0(   ,2cos5sin4'' −=−=+=− yyttyy ; 

) 1)0(',0)0(   ),1(2'3'' ==−=++ yytuyyy(c ; 

(d) 0)0('')0(')0(    ,1'''' ====+ yyyyy ; 

(e) 0)0('')0(')0(    ,e6'3''3''' ====+++ − yyyyyyy t ; 

(''2( == yyyy δ ; 

)

(f)

0)0(''')0)0(')0( ),(''''2)4 ===−−+ ytyy
(g

4
1)0(''',2)0('',1)0(',0)0( ,cos''2)4( =====++ yyyyttyyy

2.4.2 求下列常微分方程组的解. 

(a )0(  
,0''

),(2d2'
=−=

⎪⎩

⎪⎧

=++

−=++ ∫ yx
yyx

tutybxx t

. ) 5   0⎨ 6)0(    ,
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(b)

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−−

,2'''

,e'2''
2tyyx

yxx t

 

2
1)0('  ,1)0(  ,

2
)0('  ,

2
)0( −===−= yyxx . 

()7''
,)3)9'''

=+−−++

13

(c)
''2(

0'''(2(

⎩
⎨
⎧  

,0)5''
++−

yx
yyx =+−

yyxx
yxx

 

0)0(')0(    ,1)0(')0( ==== yyxx . 

(d) 

'

⎩

⎪
⎨

=−++
=+−+

++−

zzyx
zyyx
zyx

   

   0(')0()0(  ,10( =

,0'⎧ =x
 

,0''
,0''

⎪

0)0(')0(')) ===== zy xz yx  

 ; 

; 

) ; 

)  

在原点处质量为 的一质点，在

2.4.3 解下列微分积分方程： 

tt yty −=+ ∫ ed)()( 0 ττ  (a)

0)0(    ,1d)()(' 0 ==+ ∫ yyty t ττ  (b) 

∫ −+= t ytatty 0 d)()sin()( τττ  (c

0d)(e)(sin21 0
)(2 =−−− ∫ −t t ytyt τττ .  (d

m 0=t2.4.4 设 时在 方向上受到冲击

力

x
)(tkδ 的作用，其中k为常数，假定质点的初速度为零，求其运动

. 

2.4.5 设有如图所示的 串联电路，在

规律

RL 0tt = 时接入直流电源E，求

电路中的电流 )i(t . 
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2.4.6 利用拉普拉斯变换求解下列边值问题。 

   (a) ; 

 (b) 

⎩
⎨
⎧

==
=−

1)2(    ,0)0(
0''

πyy
yy

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=+

1)
2
π(    ,0)0(

2sin10)()(''

xx

ttxtx
. 

2.4.7 求变系数微分方程： 0)2(')1(2'' =−+−+ tytty ，满足初始条

件 0)0( =y 的解. 

4.8 某 系 统 的 传 递
Ts
ksH
+

=
1

)(*2. 函 数 。 求 当 输 入 函 数

tAtf ωsin)( = 时系统的输出函数 )(ty . 
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