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 第一章  基本概念、公理 
1-1  概念 
    1．平衡 
    平衡就物体（刚体）机械运动的一种特殊形式或称为机械运动的特殊状态。所谓状态

是：用来描述某一宏观存在的基本性质的一组参数，该组参数之间满足确定的数学描述（一

组特定的数学表达式）。 
对于给定的惯性参考系（体），给定的被研究物体（刚体）在惯性参考参考系（体）的

机械运动是：物体（刚体）相对给定的惯性参考系（体）静止或作匀速直接运动。则该物

体（刚体）处于平衡的（机械运动）状态。 
《注：物体的机械运动（物体在三维空间中的位置、形状和大小随时间的变化）存在各种

不同的状态。如刚体的平动、定轴转动、定点转动；质点的直线运动、曲线运动、等速运

动、加速运动等》。 
静止：物体（刚体）的大小、形状及在三维空间占具的位置相对惯性参考系（体）不

随时间变化。 
匀速直线运动：物体（刚体）上的每一（物质）点相对惯性参考系（体），其随时间的

变化规律为：（1）始终保持在一条直线上。（2）任意相同时间间隔的改变量相同。 
 
力的概念： 
    任何物体（刚体）的运动（包含机械运动），其本质是由于其它物体对其的作用。当某

一物体（刚体）或某一组物体（刚体）被选为分析、研究的对象时，实际上就要分析、研

究这一物体或一组物体（刚体）与其它物体及其本身内部之间力学相关性质。而重要的是

分析、研究是对被选取对象进行的。尽管对被选取的对象，其它物体对其有影响，但分析

研究过程并不涉及被选取的研究对象对其它物体的作用所产生的效应。因此在对某一物体

（刚体）或某一组物体（刚体）作为被分析、研究对象时，其它物体对被选取的对象的作

用，被观注的是其它物体对选取对象的作用，而选取对象对其它物体的作用，只在对其它

物体进行分析、研究时才被观注。这就使得能够将其它物体对被选取的分析、研究对象的

作用被抽象表示。这种其它物体对被选取的分析、研究对象的作用称为力。当然被选取作

为分析、研究对象的一组物体（刚体）内部的各物体（刚体）之间也存在着相互作用，且

这种作用同样可以被抽象表示。 
力：物体（刚体）之间相互作用的抽象表示。 
作用（相互）形式：直接接触作用：点、线、面的直接接触作用； 

非直接接触作用：超距作用在物体或刚体的每一点上。 
作用（相互）效果：物体的大小、形状和空间位置的改变 —→ 内效应 

刚体的空间位置的改变 —→ 外效应 
力的抽象表示必须能够完全体现相互作用的形式和效果。即（被抽象表示了的相互作用）

力能明确作用的形式、位置；作用的强弱；作用所产生的大小、形状和空间位置的变化情

况。 
点接触力的三要素：大小、方向、作用点 
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作用形式：在一确点的两物体（刚体）的直接接触——作用点 
作用强弱：大小 
作用所产生的大小、形状和空间位置的改变：方向 
在数学中，具有一定大小和方向的量可用矢量描述。而在相互作用的抽象表示的力的三要

素中也包含了大小和方向。因此力具有数学矢量的特征。所以不同的是，对点接触力，除

了大小、方向外，还必须明确点接触力的作用点。且称作用在确定点的，具有确定大小和

方向的抽象化的点接触力称为：力矢量。力矢量定义：力矢量是固定作用点的矢量。也称

为固定矢量或约束矢量。（点接触）力矢量的表示：按一定长度比例（用来表示大小）的有

向（用来表示方向）线段，线段的起点（始点）或未端（终点）表示力的作用点的几何表

示方法。有向线段所在的直线称为该（点接触）力的作用线。在分析过程中（点接触）力

矢量的符号表示用黑体（粗写体）表示（如 F、R、N 等）；而非黑体（如 F、R、N 等）则

表示其对应的力矢量的大小。或 

FF ⋅=F                                      （1-1） 

线直接接触力（线分布力）：在某一直线（或曲线）段上的每一点作用的大小、方向连续分

布的点接触力。 
 
面直接接触力（面分布力）：在某一有限平面（或曲面）上的每一点作用的大小、方向连续

分布的点接触力。 
 
力系：作用在同一物体（刚体）上的一组（群）力的集合。 
 
（刚体）平衡力系：作用在刚体（或在刚化公理的条件下的形变体）上，且使刚体处于平

衡状态的力系。 
 
（刚体）平衡条件：使刚体处于平衡状态时，作用在刚体上的力系所满足的条件。 
 
等效力系：对刚体产生相同力学效果的两个（或一个系列）力系。 
 
超距（体分布）力：在物体的每一点上作用的大小、方向连续分布的另一物体（或一组物

体）非直接接触的超距作用。 
 
力的单位：在国际单位制（SI）中，以“N”作为力的单位符号，称作牛（顿）。也常用 103N 
= kN 作为力的单位符号，称作千牛（顿）。 
 
1-2  静力学公理 
    公理是在长期生活和生产实践中长期积累的经验总结，但经过实践的反复检验，被确

认在确定的条件下符合客观实际的 普遍、 一般的规律。 
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公理 1：力的平衡四边形法则 
    作用在同一物体上、同一点的

两个（点接触）力，其对于物体的

作用可等效为一个合力。该合力的

作用点也在该点，合力的大小和方

向，由这两个方向为边构成的平等

四边形的对角线确定。如图 1-1 所

示。 
    该公理中的合力并不是 
实际上作用在物体的力，实                             图 1-1 
际作用在物体上的是作用点在 A 点的两个力 F1，F2。而合力只是作用与 F1，F2 等效的（产

生相同力学效应——外效应、内效应）。假想或虚拟作用在 A 点的一种作用。 
    公理中的结论适用于物体，当然也适用刚体。 

平行四边形法则的矢量表示式为： 

21 FFFR ⋅=                                      （1-2） 

    平行四边形的几何表示如图 1-1 所

示。 
    该公理给出了 简单力系的简化规

律。这里的简化实质上就是力系之间的相

互等效。 
 
公理 2：二力平衡条件 
    作用在同一刚体上的两个力，刚体在

这两个作用下保持平衡（仍然处于平衡状

态）的必要、充分条件是：两力的大小相

等、方向相反、作用线在同一直线上。由

图 1-2（a）可知： 

21 FF −=                 （1-3） 

值得注意的是该公理只适用于刚体。 
同时保持刚体平衡的两个力 F1，F2                        图 1-2 
必须作用在同一刚体上。若两个力不是作用在同一刚体上，则尽管两个力满足大小相等、

方向相反、作用线在同一直线上，刚体的平衡将可能破坏。如图 1-2（b）所示。 
    该公理给出了作用在刚体上 简单的平衡力。  
     
公理 3：加减平衡力系公理 
    在已知作用在同一刚体力系上加上或减去任意平衡力系，

并不改变原力系对刚体的作用。 
    该公理说明：对作用在同一刚体上的力系，若产生相同的
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力学效果，则力系之间只相差一个或几个平衡力系。 
该公理同样只对同一刚体适用。如图 1-3 所示。一角形刚体和一直刚体杆在 A 点开孔

用 绳 索 穿 结 固 定 于 B 。 在 角 形 刚 体 和 直 刚 性 杆 上 分 别 加 1F 、 2F ， 且               

图 1-3 

21 FF −=  

显然，在 1F 、 2F 作用下，角形刚体和直刚性杆都将绕 A 点发生转动。这与未加 1F 、 2F 前

的静止状态不同。 
 
推论 1：力的可传递性 
    作用在刚体上某点的力，可沿该力的作用线移到同一刚体上的任意点，且这种移动并

不改变该力对刚体的作用效果。 
证明： 

如图 1-4 所示，刚体 A 点处作用有（点接触）力 F。 
设 B 点是力 F 作用线所在直线上的任意一点。由加减平

衡力系公理，在 B 点加上平衡力系。到目前已知的平衡

力系只有二力平衡公理给出的 简单的平衡力系 F ′、
F ′′ （F ′ = -F ′′ ），且满足F ′ =F。在刚体上作用的力

系现在是 F、F ′、F ′′ 的集合，且 F、F ′′ 方向相反、

作用线在同一直线上。因此由二力平衡公理可知，F、              图 1-4 
F ′′ 构成二力平衡力系。由加减平衡力系公理，在刚体上减去 F、F ′′ 构成的平衡力系。此

时刚体上只存在作用在 B 点的、作用线沿 AB 连线的力F ′′ 。且F ′ = F。 终由加减平衡

力系公理得到了与作用在 A 点的力 F 具有相同力学效应的作用在 B 点的力F ′ = F。整个

应用加减平衡力系公理的过程可形象地描述为力可沿刚体上的与力的作用线重合的直线移

动（或称为传递）。 
    由图 1-4 可知：刚体上 A 点的力是实际其它物体（刚体）对所分析研究（对象、目标）

的实际作用的抽象（只有点接触力才可能实现）。而力的可传递性推论只表明，对刚体而言，

作用在 A 点的作用力 F 的作用线上任意一点的与 F 具有相同大小和相同指向（如图 1-4 中

B 点）的F ′ = F 对刚体的作用效应与作用在 A 点的 F 力作用效应等效。由力的可传递性推

论所确定的与 F 作用等效的F ′ = F 亦不是真实地作用在刚体上的力。F ′ = F 只是虚拟

的，但又与 F 的真实作用力学效应等效的力。正是这种虚拟地而又与真实作用力学效应的

力（由力的可传递性确定的），才使得对作用在刚体上的力系的简化提供了可能。或者说对

刚体的力学分析，并不是直接对真实地作用在刚体的力系进行分析研究。而是通过静力学

公理及静力学公理所确定的结论、定理（由公理经过逻辑推理和数学演绎所得到），与作用

在刚体上的真实作用力学效应等效的被称为简化的力系进行分析研究。 
    对于（点接触）力，若该力作用在刚体上，则力的三要素中的作用点这一要素，可放

松为沿力的作用线所在直线上的任意一点。或者说力的三要素对刚体而言为：大小、方向、

力的作用线。而被约束了作用线的即有大小、又有方向的矢量称为滑动矢量。因此上，对
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物体而言（点接触）力可以看作是起点被固定（约束）的力矢量；而对刚体而言（点接触）

力可以看作是作用线被固定（约束）的力矢量。作用在物体上的（点接触）力矢量可称为

作用点固定（约束）矢量；作用在刚体上的（点接触）力矢量可称为作用线固定（约束）

矢量——滑移（动）矢量。 
 
推论 2：三力平衡汇交定理 

作用于同一刚体上三个（点接触）力，若刚体在这三个（点接触）力的作用下处于平

衡状态，且其中两个（点接触）力的作用线（或

作 用

线 的

延长                     
线）交

与 一

点。则

这 三

个（点接触）力必在同一平面内，且第三个（点接

触）力的作用线（或作用线的延长线）必通过前二

（点接触）力的作用线（或作用线的延长线）的交

点。 
证明： 
    ①三个（点接触）力的作用点为同一点（如图

1-5（a）所示）。 
由平行四边形法则，得 F1、F2 的合力为                    

图 1-5 

2FFF 1R12 +=  

即作用在 O 点的两个力 F1、F2 可由与 F1、F2 的作用线所在平面内的合力（作用点在 O 点）

FR12 等效代替。此时刚体上作用有与 F1、F2 等效的 FR12（F1、F2 对刚体的作用以被 FR12

代替，因此 F1、F2 已不在作用在刚体上。即此时的刚体已不是真实的受 F1、F2、F3 作用

的刚体，而上虚拟的与真实的受 F1、F2、F3 力学效应等效的刚体）和 F3。由条件，在 F1、

F2、F3 作用下，刚体处于平衡状态。当 F1、F2 由平行四边形法则用 FR12 等效时，刚体仍

处于平衡状态。而此时刚体上作用且只作用两个（点接触）力，刚体同时处于平衡状态。

由二力平衡公理可知 F3、FR12 大小相等方向相反，作用线在同一直线上。而 F1、F2 的作

用线交点在 O 点，O 点位与 FR12 的作用线上，F3 与 F1、F2的作用线所在平面内的 FR12 作

用线在同一直线上。因此 F3 的作用点必在 FR12 的作用线上（在这里所考虑的情况下，F3

的作用点就是 O 点）。 
    同时，由以上证明过程可得，若将 F2 的起点平行移动至 F1 的终点；在将 F3 的起点移

至 F2 的终点。由于 F3 的长短与 FR12的长短相同，显然，F1、F2、F3 依次首尾相接后构成

一个封闭的三角形。容易验证 F2、F3、F1；F3、F1、F2；F1、F3、F2；F3、F2、F1；F2、

F1、F3 依次首尾相接同样构成一个封闭的三角形。 
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②三个（点接触）力作用线的延长线交与同一点（如图 1-5（b）所示）首先由力的可

传递性定理，将 F1、F2的起点由 O1、O2 沿 F1、F2 的作用所在直线分别滑移到 F1、F2 作

用线延长的交点 O。得两个滑移力矢量 1F ′， 2F ′。由平行四边形法则确定滑移力矢量 1F ′，

2F ′的合力矢量（应当特别注意的是 1F ′， 2F′矢量和不是力矢量 F1、F2 的合力矢量。只有

作用点在同一点的力矢量才有合力矢量，作用点不相同的力矢量，其合力矢量无意义，或

者说不存在合力矢量的概念）。即 

                               2FFF 1R12 ′+′=  

R12F 称为 1F ′、 2F ′的合力矢量。同时 R12F 也称为 1F′、 2F ′的主矢（量）。由力的可传递性

定理和平行四边形法则所确定的 F1、F2 的与 F1、F2 的作用线所在平面内的主矢（量）或

者说 1F ′、 2F ′的合矢量 R12F （不是合力）的刚体力学效应与 F1、F2 对刚体的力学效应等

效。因此 F1、F2、F3 作用下的刚体与 F3、FR12的作用下也同样处于平衡状态。由二力平衡

公理，刚体在两个力作用且只在两个力作用下处于平衡状态。显然，F3、FR12 大小相等，

方向相反，作用线在同一直线上。F3 的作用线必通过 O 点。即 F1、F2、F3 的作用线的延

长汇交与同一点（O 点）。 
与①中完全类似可知，F2、F3、F1；F3、F1、F2；F1、F3、F2；F3、F2、F1；F2、F1、

F3 依次首尾相接同样构成一个封闭的三角形。 
③该情况是②的特例。即作用在同一刚体上的三个（点接触）力，若刚体在这三个（点

接触）力的作用下处于平衡状态，且其中两个（点接触）力的作用线在同一直线上。则这

三个力的作用线在同一直线上，并满足三个力的代数和为零。 
 
公理 4：作用与反作用定律 
    两物体相互作用各点处（接触力和超距力），其作用和反作用总是同时存在。各作用点

的作用力大小相等，方向相反，作用线在同一直线上，作用力和反作用力分别相互作用的

两个物体上。 
    以下分四种常见情况对作用与反作用，作用力与反作用力进行说明。 

a）物体与物体间通过点接触

形式的作用。如图 1-6（a）所示。 

(b)

(a)
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b）两物体通过 AB 线（图 1-6（b）中为直线，对曲线仍然成立）接触线相互作用。对

AB 接触（直）线上的任意点 M 或 N，其下部分对上边物体的作用被抽象为作用在上边物

体在 AB 接触线上每一接触处的点接触力 

( )xF ； ],[ BAx∈ 。 

在 M、N 两点处分别为 MF 、 NF ；其上部分对下边物体的作用被抽象为作用在下边物体

在 AB 接触线上的每一接触点处的点接触力 ( )xF′ ； ],[ BAx∈ 。 

M、N 两点处分别为 MF ′ 、 NF ′ 。对线接触形式的物体与物体之间相互作用，是通过两物体

间的接触线上的每一点接触相互作用实现的。在实质上作用与反作用还是对每一接触点而

言的。 
    c）物体与物体间通过面接触形式的作用，如图 1-6（c）所示 

两物体通过共同的接触面（图中的阴

影                     图 1-6 
区域）接触而相互作用。对（阴影区域）接

触面内任意点（图中给出了任意确定的一

点），其下面部分对上边物体的作用被抽象

为作用在上边物体在（阴影区域）接触面上

有一接触点处的点接触力 ( )xF ； x 为（阴

影区域）接触面上的任意点。在图中给定点

处的 F。其上部分对下边物体的作用被抽象

为在下边物体在（阴影区域）接触面上有一接触点处的点接触力 ( )xF ′ ； x 为（阴影区域）

接触面的任意点。在图中给定处的 F ′。同样，对物体与物体间通过面接触形式的相互作

用，是通过两物体间的接触面上的每一接触点的相互作用实现的。在实质上作用与反作用

还是对每一点而言的。 
    d）两物体间的非直接触（超距作用）形式的作用，如图 1-6（d）所示 

(c)

(d)
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    这种情况，两个相互作用物体的作用体现在两物体上的每一点之间的相互作用。A 物

体的任意一点 a，与 B 物体上的每一点之间都产生相互作用；B 物体上的任意一点 b，与 A
物体上的每一点之间也都产生相互作用。A 物体上的 a 点对 B 物体上的 b 点的作用，与 B
物体上的 b 点对 A 物体上的 a 点的作用为作用与反作用。A 物体上 a 点对 B 物体上 b 
点的作用抽象为（点接触）力 FABb；B 物体上 b 点对 A 物体上 a 点的作用抽象为（点接触）

力 FBAa；由作用与反作用定律，FABb、FBaa 是 A 物体上 a 点和 B 物体上 b 点这两点间的作

用力与以作用力。而在图中，FbA、FAb；FaB、FBa；FAB、FBA 都不在是对点之间的相互作

用。FbA是 B 物体上 b 点对 A 物体上所有点作用的一种力学效应等效，可以理解为 B 物体

上的 b 点对 A 物体的作用。FAb 是 A 物体上的每一点对 B 物体上 b 点的作用的一种力学效

应等效，可以理解为 A 物体对 B 物体上 b 的作用。FbA、FAb是 A 物体和 B 物体上 b 点之间

相等作用的抽象表示；FaB、FBa 则分别为 A 物体上的 a 点与 B 物体之间的两物体通过 A 点

接触而相互作用。其下部对上边物体的作用抽象成为作用在上边物体在接触点 A 处的点接

触能力 F；其上部分对下边物体的作用抽象成为作用在下边物体在接触点 A 点的点接触力

F ′。且由作用与反作用定律，F、F ′大小相等，方向相反，作用线在同一条直线上，分

别作用在两个物体作用的接触点 A 处。 
    b）物体与物体间通过线接触形式的作用，如图（c）所示 
    相互作用抽象表示和 B 物体与 A 物体上的 a 点之间相互作用的抽象表示；FAB、FBA 则

分别为 A 物体与 B 物体之间的相互作用抽象表示和 B 物体与 A 物体之间的相互作用抽象表

示。 
    对万有引力和重力，其两个或两个以上物体间的相互作用的抽象表示已不是点与点之

间的相互作用。这种情况下，物体间的作用是通过物体上的每一点的相互作用体现的，即

这种作用是在物体上每一点上分布。通常情况下所说的万有引力和重力，其实质上是这种

物体上每一点分布作用的抽象表示（体分布力）的力学效应等效表示（这种表示将在空间

分布力系的简化中进行分析研究），即物体和物体间的万有引力和重力是作用在相互作用物

体的重心上的抽象的力学效应等效的表示。此时的作用与反作用定律可表述为：两物体间

的万有引力和重力是两物体间的非直接接触（超距）相互作用的抽象表示。其大小相等、

方向相反，作用线在同一条直线上，分别作用在两个物体的重心处。这一结论应该是作用

与反作用定律的一个推论。但由于其证明涉及到体分布力系的简化，此处证明略（可参考

空间力系分布）。 
    必须强调的是作用在两物体上的作用力和反作用，虽然大小相等、方向相反，作用线

在同一直线上，但由于作用力与反作用分别作用在两个物体上，因此对两物体中的任何一

个物体，作用力与反作用不存在平衡问题。但若将相互作用的两物体为一个分析研究对象，

这时作为同一分析研究对象的两物体间的作用力和反作用力，可以是一对相互平衡的力。

特别是将物体限制为刚体时，同时又将两刚体一同作为分析研究对象，这种情况下两个刚

体间的作用力和反作用力不但可以看作是一个平衡力系，而且可以应用加减平衡力系公理，

在（将两刚体作为一个分析研究对象）分析研究力学效应时将其减去（即不考虑其对力学

效应的影响）。 
 
公理 5：刚化原理 
    若变形体在某一力系作用下平衡，则将此变形体刚化为刚体，这种将变形体视为刚体
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的刚化不改变其原来的平衡状态。 
    变形体：由物质点在三维空间连续分布的，具有确定大小和形状的物质实体。且该物

质实体受到其它物体作用时，其大小和形状或大小，或形状将发生变化。 
    变形体的刚化：变形体在其它物体作用的抽象力（系）由零增至 终值，且保持其

终值不变的条件下处于平衡状态。此时变形体由未受任何物体作用的初始（或自然）状到

达了已发生变形的状态。所谓刚化就将在抽象力系、作用下已发生变形的处于平衡状态的

变形体视为刚体。 
    如图 1-7 所示一可变形的弹簧。图 1-7
（a）为未受力（系）作用时的初始（自然）

状态（该状态下不能进行刚化）；图 1-7（b）
为沿弹簧长度方向施加的力尚未达到 终

值的中间状态。该状态构成弹簧的各物质

点上存在有运动加速度不为零的物质点。

即弹簧并未处于平衡状态，因此不能进行

刚化；图 1-7（c）中弹簧长度方向施加的

力已达到 终值。此时弹簧处于平衡状态。

刚化原理中刚化是对图 1-7（c）中的弹簧

进行的。 
这一公理表明：对于变形体，将其刚                    图 1-7 

化后，其平衡状态不会被坏；但对于刚体，若刚体处于平衡状态，将刚体视为变形体后，

其平衡状态将无法继续保持。如受大小相等、方向相反（→ ←）作线在同一直线上的一对

平衡力的刚体细杆（刚体杆）。若将刚体细杆视为变形绳索，显然其平衡状态不能继续保持。

即刚体的平衡条件是变形体平衡的必要条件，但不是充分条件。 
 
1-3  约束和约束反力 
质点的位置： 

在三维空间中任意取一固定点 O。质点在三维空间中占具一空间点（几何点）。这一空

间点（几何点）与三维空间任意取的固定点 O 之间的相对表示称为质点的位置。 
 
质点的位置矢量： 
    对三维空间中任意给定的固定点 O 和占具一空间点（几何点）的质点，以固定点 O 为

起始点的到质点所占具的空间点（几何点）的有向线段称为以 O 点为基准的质点的位置矢

量或称为质点的位置矢量。通常用黑体字（粗体字母）r 表示。 
质点的位移： 
    对任意两个给定时刻 t1、t2。质点在两个时刻的位置矢量 r（t1）、r（t2）的差 r（t2）-r
（t1）称为该质点在时刻 t1 到时刻 t2 的时间（间隔）的位置矢量或称为该质点的位移。 
质点位移的坐标表示：在质点位置矢量的起始点处建立坐标系，为方便起见，不仿建立常

用的标准正交坐标系{o；i1，i2，i3}或{o；i，j，k}。则质点的位置矢量可表示为： 

kjir zyx ++=  

(b) (c)(a)
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而质点的位置矢量可表示为 

    

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

kji
kji

rru

wvu
tztztytytxtx

tt

++=
−+−+−=

−=

121212

12

 

式中 u、v、w 分别称为质点在 t1到 t2 时间（间隔）内沿 i、j、k（或沿坐标 x、y、z）的位

移。u、v、w 也称为质点位移的坐标表示。 
    质点在三维空间的位置改变通常情况下会因为其它物体对质点的作用，其位移受到限

制。若质点的位移未受任何其它物体作用的限制，则该质点称为自由质点。若质点的位移

受到其它物体作用的限制，则该质点称为非自由质点。 
    对于非自由质点，其它物体对非自由质点的位移限制的几何（表示）条件，称为约束

条件。对非自由质点进行限制的物体称为约束条件，或称为约束。约束（体）对非自由质

点的限制作用的抽象表示称为约束反力。 
 
质点的自由度： 
    能够完全描述质点在空间运动的 少独立位移的坐标表示的个数。 
    对于自由质点，在平面情况，需要 少两个独立的位移的坐标表示 u、v。因此自由质

点的平面运动自由度为 2；对空间情况，需要 少三个独立的位移的坐标表示 u、v、w，
因此自由质点的空间运

动自由度为 3。 
    对于非自由质点，

其自由度数为与之对应

的自由度数减去约束条

件的个数。如图 1-8（a）
所示，若质点的运动被

限制在 m 平面内，则平

面 m 的约束条件为：任

何时刻质点的位置矢

量： 

( ) ( ) ( ) ( )kjir tztytxt ++=                   图 1-8 

的位置坐标 ( )tx 、 ( )ty 、 ( )tz 必须满足几何条件 

                   
( ) ( ) ( ) 1=++

c
tx

b
ty

a
tx

 

因此被限制在 m 平面内运动。图 1-8（b）作为课堂讨论。的非自由质点的自由度为 2。 
 
质点系的自由度： 
    能够完全描述质点系在空间运动的 少独立位移坐标表示的个数。 
    若质点系中的 N 个质点均为自由质点。对于面平情况，需要 少 2N 个独立的位移坐

L

m

(b)

c

a

b

(a)
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标 u1、v1；…；uN、vN表示。因此 N 个均为自由质点的质点系的自由度为 2N；对空间情况，

需要 少 3N 个独立的位移的坐标 u1、v1、w1；…；uN、vN、wN表示。因此 N 个均为自由

质点的质点系的自由度为 3N。 
对质点系中存在非自

由质点的情况，其自由度数

为与之对应的自由质点构成

的质点系的自由度数或减去

对所有非自由质点的约束条

件之和的个数。如图 1-9（a）
所示铅垂平面内的两固定直

线 OA、OB（两斜面与铅垂

面的交线）。OA 线上有一滑                       图 1-9 
块 mA，OB 线上有一滑块 mB。在分析研究 mA在 OA 线上和 mB在 OB 线上的位移（或运动）

时，当 mA、mB的几何尺寸很小（相对 OA、OB 线的长度）时。mA、mB 均可视为质点。此

时 mA、mB 构成分析研究 mA、mB 的位移（或运动）的（二个质点）质点系。mA、mB 均作

为自由质点时各有两个自由度（平面情况）。因此 mA、mB构成的自由质点系的自由度为 4。
对 mA，直线 OA 限制了 mA在 OA 线法线方向的位移；又 mB，直线 OB 限制了 mB在 OB 线

法线方向的位移。同时 mA、mB之间的不可伸缩连结绳也限制了 mA、mB 的相对位移。其全

部的约束条件为 

                 0=BnS ； 0=AnS ； BA SS =  

因此被约束在铅垂面内在 OA、OB 线上的 mA、mB（二质点）质点系的自由度为 4-3=1。 
 
刚体（单一）的自由度： 
    作为无限连续分布的特殊质点系，（单一）刚体在无外部限制时（自由刚体）的自由度

对平面情况为 3；对空间情况为 6。 
如图 1-10 所示，任意取刚体中一点 A1。

A1 点作为一个单一质点，在空间情况下有三个

自由度。当 A1 点取定后，在取异于 A1 的刚体

中一点 A2。A2 作为一个单一质点，在空间情

况下也有三个自由度。但 A1、A2 作为同一刚

体上的二个质点的质点系，由刚体的定义可

知，该质点系存在一个约束条件 =
21AAd 常。

因此作为同一刚体上的 A1、A2 点所构成的二

质点系的自由度为 6 - 1 = 5。当选定 A1、A2

点后，在刚体上任选异于 A1、A2 的点 A3。显

然，将 A1、A2、A3 作为自由质点，A1、A2、

A3 构成的质点系的自由度为 3×3 = 9。由于

A1、A2、A3 都是同一刚体上的点构成的非自由

Am

mB

C

A

B

AS

SA
n Bn

SSB

B
m

mA
O

BA

(a) (b)

4A

A3

2AA1

5A
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质点系。由刚体的定义可知，该质点系存三个约束条件 =
21AAd 常； =

32 AAd 常； =
32 AAd 常；

=
13 AAd 常。因此作为同一刚体上的三个质点的质点系的自由度为 9-3 = 6。继续这一构成

法，在刚体中选取 A4 点，显然对 A1，…，A4 的四质点的质点系，刚的约束条件 =
21AAd

 
常，…，

=
31AAd  常。六个约束条件，而增加                 图 1-10 

的 A4 点作为自由质点，当 A4 添加到 A1、A2、A3的质点系中时，四质点系的自由质点的自

由度为 4×3 = 12。作为刚体上的四质点系的自由度为 12 - 6 = 6。当同一刚体上选取的质

点系的质点个数大于三时，每增加一个质点，质点系的自由度增加三个。同时增加的质点

同原有质点系中的质点间由于刚体定义的约束，其至少增加三个约束条件，且只要给定任

意三个约束条件，被添加质点同质点系中其它质点点的位置将完全确定。即新增加点到质

点系中并不改变质点系的自由度。由此得出结论：当在刚体上取 n ≥3 个质点构成质点系

时，该质点系的自由度为 6。当这样的质点系包含刚体上所有连续分布的质点时，可得刚

体自由度为 6。 
    《注：由刚体定义所限制的作为连续分布质点系的刚体内任意二点间距离保持变的约

束称为（刚体）内部约束。而作为单一刚体，正是由于其内部约束使得单一刚体具有 6 个

自由度。当单一刚体受到其它物体（或刚体）限制时，这种限制称为外部（相对所分析研

究的刚体而言）约束。在理论力学的分析研究中，对刚体的约束指的都是外部约束。外部

约束限制的是单一自由刚体的 6 个自由度。》 
 
    作为空间情况的特例容易确定，平面情况下单一自由刚体的自由度为 3。 
例：平面情况下刚体自由度的几何意义。 

如图 1-11 所示。刚

体在 t0 时刻占具 A0、B0、

C0 位置。在 t 时刻刚体

经过（刚体位移）位移

占具 A、B、C 位置。在

几何上可把这个刚体位

移看作是：刚体沿 x 方

向位移，使得 A0 与 A 具                          图 1-11 
有

相同 x 坐标；刚体沿 y 方向位移，使得 A0 与 A 具有相同 y 坐标

（此时的 A0是图中的 A1）；刚体绕 A0点（图中为逆时针）转动，

使得 C0、B0与 C、B 重合（此时 A0 是图中 A、C0为图中 C2、B0

为图中 B2）。 后把刚体的位移用随刚体上某一质点的位移和绕

该质点的转动完全描述。即刚体的位移可用 Au 、 Av 、θ 完全描

述（表示）。如图 1-12 所示。                                      图 1-12 

t
t0

C2

C

B

B2A

1

1 1

0

00

C

BA

y

x

A B

CC

BA

x

y

y

x

θA
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例：空间情况下刚体自由度的几何意义。                图 1-13 

如图所示。将 A 点在 x、y、z 方向分别平行位移 u、v、w 使得 A 与 A 重合；将 1CA 直

线段绕 1DA 转动，使得 1CA 位于 CDA 面内。此时应注意，一般情况下 1CA 虽然在 CDA

面内，但 1CA 与 CA 不重合。 11CDA 一般情况下与 CDA 也不在同一平面内；将 11DCA

绕 1CA 转动，使得 11CDA 与 CDA 在同一平面内。此时应注意，一般情况下， 11DCA 虽

然与 CDA 在同一平面内，但 11DCA 与 CDA 不重合；将 11DCA 绕 1BA 转动，使得 1CA

与 CA 重合（ 11DCA 同时与 CDA 重合， 111 BDCA 与 BCDA 重合）。 后得空间刚体

的位移可用随刚体上某一质点的位移和绕三个非共线轴的转动完全描述。即空间刚体的位

移可用 Au 、 Av 、 Aw 、α 、β 、γ 完全描述（表示）。 

    《以上所涉及到的仅仅是对位移的限制，或称为位移约束。约束的形式除位移约束，

还有其它形式的，这一点将在虚位移原理中作进一步的分析研究。》 
 
    在本节开始给出了约束反力的定义：约束（体）对非自由质点的限制作用的抽象表示

称为约束反力。约束反力的特征是它的大小无法确定（其方向或方位可由位移限制的特点

确定），因此约束反力是未知力。它的大小与被约束物体的运动状态和作用形式有关，应当

通过力学规律的分析计算确定。静力学的主要内容之一就是通过平衡条件求解静力学问题

的约束反力。 
 
主动力： 
    被分析研究的对象上的其它物体的已知大小、方向、作用点的，并能主动引起物体（刚

体）运动或使物体（刚体）有运动趋势的作用力。 
 
被动力： 

随主动力的消失而为零的其它物体对被分析研究对象的作用力。约束反力是一种被动

力。 
 

常见的理想化约束： 
    1．柔索（绳索）约束 
    若细长的柔（绳）索对被约束（分析研究的刚体或物体）的限制仅为沿柔（绳）索伸

长方向的位移，则细长柔（绳）索对被约束对象的约束称为柔（绳）索约束。柔（绳）索

约束对被约束对象的作用的约束反力的作用线在细长柔（绳）索的直线上，与被动约束对

细长柔（绳）索的作用力互为作用力和反作用力。 
例：柔（绳）索约束反力的表示。如图 1-14。 
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                                图 1-14 
（a）对柔（绳）索，由于其对被约束对象的限制沿柔（绳）索伸长方向的位移。因此

柔（绳）索受到的被约束对象的作用力总是使得柔（绳）索产生绅长或有产生伸长的趋势。

这种对细长柔（绳）索的作用力称为拉力。因此对细长柔（绳）索约束，被约束对象对其

的作用力恒为拉力（如图 1-14（a）所示）。而细长柔（绳）索对被约束质点的约束反力在

被约束物体的约束点处，且与被约束质点对细长柔（绳）索的作用力互为作用力与反作用

力。（如图 1-14（a）所示）由公理 4（作用与反作用原理）可知 
                              TT ′=  
    （b）质点（滑块）A、B 受细长柔（绳）索约束反力如图 1-14（b）所示。其约束（在

A、B 所构成的质点系中为内部约束）细柔（绳）索的受力在光滑接触面约束中进行分析。 
    图 1-14（c）如图所示刚体，该刚体通过两细长柔（绳）索约束处于平衡状态。由细长

柔（绳）索 AB、DC 约束的物体为刚体，细长柔（绳）索一般为变形体。但细长柔（绳）

索 AB、DC 与其被约束的刚体作为一个被分析研究的对象时，只要其处于平衡状态。则由

公理 5（刚化原理），可将作为变形体的细长柔（绳）索 AB、DC 进行刚化。即将细长柔（绳）

索 AB、DC 与其被约束的刚体视为一个刚体。因为在平衡状态时 AB 细长柔（绳）索、DC
细长柔（绳）索与被约束刚体上的所有点之间的距离保持不变。《但必须注意，若未处于平

衡状态，如图 1-14（b）中，将 CD 约束除去。这时刚体和细长柔（绳）索都将运动，此时

即使将细长柔（绳）索刚化，细长柔（绳）索上的点与刚体上的点之间的距离不在保持不

变。即在非平衡状态下，带有细长柔（绳）索约束的刚体，在对细长柔（绳）索应用公理

5（作用与反作用原理）进行刚化后，细长柔（绳）索不能与其所约束的刚体视为同一刚体。》

此时作为细长柔（绳）索对刚体的约束反力（作用在刚体 B 点的）TB、（作用在刚体 C 点

的）TC由于可传递性，将可分别沿 AB 线和 DC 线滑移。或者说 TB、TC可以作用在 AB 线

和 DC 线上任意一点。通常情况下，对处于平衡状态的问题，细长柔（绳）索的约束反力

总是画在被约束刚体外边缘与细长柔（绳）索的

交点处，使得约束反力的指向背离被约束刚体。

如图中所示 AB、DC 分别与被约束刚体的外边

缘交与 B′、B ′′ 和C ′、C ′′ ，但 TB与 TC通常画

B ′′ 和C ′′ 。 
2．光滑接触面约束     
当两刚体通过相互作用接触（面、线）点进

行限制时，这种限制对接触（面、线）点处法线

C

B

A

(a)

A

C

C

FBA

ABF

B



 15

方向的位移和切线方向的位移进行了约束。若沿切向方向两刚体的相对位移未受任何限制

（通过切线方向的限制是刚体间的摩擦作用），即认为刚体接触（面、线）点之间的摩擦略

去不计，或称光滑（面、线）点接触。这种情况下的两刚体间的相互约束称为光滑接触面

约束。 
例：试画出图 1-14 所示各物体的约束反力，并写出其相应的约束条件（所有接触均为光滑

面接触）。 
（a）图 1-14（a）所示，两圆盘在接触点（实际上是接触线）C 处光滑（无摩擦）相互作

用。若 A、B 两圆盘均为刚体。则 A 圆盘对 B 圆盘上 C 点的限制为（约束条件）： 

             ACBC δδ =  

B 圆盘对 A 圆盘上 C 点的限制（约束条件）为： 

                    BCAC δδ =  

（式中δ 为沿 A、B 圆

盘圆心连线上的位

移）。 
A 圆盘对 B 圆盘作用

的约束反力为 FAB；B
圆盘对 A 圆盘作用的

约束反力为 FBA。由公

理 4（作用与反作用定

律），FAB和 FBA为 A、
B 两圆盘在接触点处

的一对作用和反作用

力，且 FAB = FBA。 
（b）图 1-14（b）

所示，圆柱 A 与相对

惯性参考系（体）静

止的圆柱凹面 B 在接 
触点（实际上是接触                                 图 1-14 
线）C 处光滑相互作用。若 A、B 均为刚体，则由于 B 相对于惯性参考系是静止的。因此 B
对 A 的约束条件为： 

                           0=Cδ  

约束反力如图图 1-14（b）所示。 
    （c）图 1-14（c）课堂讨论 
    对光滑接触面约束（无摩擦接触约束），其约束反力作用在两刚体的接触点，约束对被

分析研究的对象（刚体）的约束反力作用在被分析研究的对象上的接触点处，约束反力的

作用线在两刚体接触点处两刚体边缘公共法线上，其方向总是指向被分析研究的对象。 

(c)
ⅡⅠAF

FⅡⅠB

ⅠⅡBF

FⅠⅡA

I

A

B
B

A

IIII

I

A

B

ABF

F
BA

C

C

A

C

B

(b)
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    3．光滑圆柱形铰链约束（中间铰约束）图 1-15 所示。 
    两物体（刚体）在连接点处通过圆柱形物体

（刚体）的光滑接触面约束连接的两物体（刚体）

间约束。 
通常情况下，被中间铰连接约束的两物体（刚

体）的位移（或运动）都是在与圆柱连接刚体轴

线对称正交的平面内。因此，中间铰连接约束限

制被连接的物体（刚体）在中间铰连接点处具有

相同的位移（被中间铰连接的物体点处无相对水

平和竖直方向位移），但中间铰连接约束的物体

（刚体）允许有绕过中间铰连接点与被连接物体

（刚体）运动平面垂直的轴的相对转动。中间铰              图 1-15 
连接约束的表示如图 1-15（a）所示。A 点处的中间铰连接约束的构造放大示意如图 1-16
所示。 
    连接两刚体的中间铰连接约束的约束条件为： 

                    ⅡAIA uu = ；  ⅡAIA vv =  

由中间铰连接约束的限制可知，圆柱形刚体连接分别与刚体 I、Ⅱ光滑接触作用。如图 1-16
（a）所示。因此圆柱形刚体连接与刚体 I 和刚体Ⅱ的相互作用的约束反力都被认为是作用

在运动平面内（即在圆柱形刚体连

接的轴线对称垂直平面内）的点上，

图中 A 点。尽管 A 点一定在 I、Ⅱ刚

体的连接处内圆边界和圆柱形刚体

的外圆边界上，但随 I、Ⅱ刚体所受

其它作用（主动力和约束反力的不

同），A 点的位置并不是固定不变的。

显然随 A 点的位置不同，I、Ⅱ和圆

柱形刚体相互之间的约束反力 R 的

大小和方位（包括方向）是不同的

（尽管 R 作为光滑接触面约束，其                      图 1-16   
作用线沿接触点处公共法线方向，且指向被约束的分析研究对象。但由于约束的接触点无

法事先确定，因此 R 无法确定）。但对圆柱形刚体而言，R 作用线必通过其圆柱形轴线（或

者说通过与圆柱轴线正交的面所截的圆柱上圆的圆心），对于刚体的圆柱而言。应用力的可

传递性，R 可沿其作用线滑移到圆柱形刚体所连接的刚体 I、Ⅱ的连接圆孔的圆心处。并且

由力的平行四边形法则，将作用在圆柱形刚体上的 R 用正交的 Rx、Ry等效表示（正交条件

还可放宽为任意两个非共线的 R1、R2 等效表示）。由此可得，对于中间铰连接约束，刚体

I、Ⅱ对圆柱形刚体的约束反力可用作用在与 I、Ⅱ刚体开孔圆心重合的圆柱形刚体的点上

的一对相互正交的等效力表示。如图图 1-16（b）所示。同理，圆柱形刚体对刚体 I 或刚体

Ⅱ的约束反力可用作用在 I 刚体或Ⅱ刚体开孔圆心处的一对相互正交的等效力表示。 
    4．固定铰支座约束 

A III

(a)

(b)

(a)

xR
Ry

y
x

A

II
I A
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当中间铰所连接的物体（刚体）I、Ⅱ中有一个相对惯性参考系（体）静止，则相对惯

性参系（体）静止的物体（刚体）连同柱形刚体对另一

物体（刚体）的限制称固定铰支座约束。 
    固定铰支座约束限制了被约束物体（刚体）在连接

处的点上任意两个不同方向的位移为零，即 

          0=IAu ；    0=IAv  

而固定铰支座对被约束物体（刚体）在约束点的约束反

力与中间铰连接约束反力一样，相对惯性参考系（体）

静的物体（刚体）连同圆柱形刚体对物体（刚体）I 在 
连接约束点处的约束反力可用作用在物体（刚体）I 开               图 1-17 
孔圆心处的一对相互正交的等效力表示。如图 1-17 给出了固定铰支座约束的示意图及固定

铰支座约束的常用表示形式及固定铰支座对物体（刚体）I 的约束反力。 
    5．可动铰支座约束 
    两物体（刚体）在连接点处通过圆柱形刚体的光滑接触面约束连接两物体（刚体）的

约束。与中间铰约束和固定铰支座约束不同的是，圆柱形刚体不是通过被连接物体（刚体）

上开的圆孔实现的。而是被连接物体（刚体）通过了圆柱形刚体的外边缘直接光滑接触面

接触。 
通常情况下可动铰与座所连接的两个物体（刚体）中有一个物体（刚体）相对惯性参

考系（体）静止。如图 1-17 所示。图 1-17（a）给出了可动铰支座中物体（刚体）Ⅱ与圆

柱形刚体对物体（刚体）I 的限制示意图。由图中可以看，可动铰支座限制了被约束物体（刚

体）I 沿约束物体（刚体）Ⅱ在连接接触点处法线方向的位移为零。同时允许被约束物体（刚

体）I 在连接接触点切线方向有微小移动。也正是允许的这种微小移动，使得可动铰支座对

被约束物体（刚体）I 沿约束物体（刚体）Ⅱ在连接接触点处切线方向的约束反力为零。可

动铰支座的约束条件为 

                       0=Nδ  

图 1-17（b）、图 1-17（c）、图 1-17（d）给出了几种常见的可动铰支座约束的表示及其约

束反力。 

II
I

A

(d)(c)(b)

R

AA

RR

A

(a)
 

图 1-17 
6．链杆约束 

二力构件（二力杆）： 
    单一刚体，若刚体只在两点上受到力的作用（主动力或被动力），且刚体处于平衡状态。

A
I

II

yR

Rx



 18

这样的刚体称为二力构件或二力杆。 
    在确定一刚体是否是二力构件（二力杆）时应注意： 
    ①刚体必须处于平衡状态。当刚体在两点上受力作用，此时刚体并不一定处于平衡状

态。因此不能认为刚体上作用二个力时，该刚体就是二力构件（二力杆）。 
②刚体上只有二点处受到力。也就是说二力构件（二力杆）上并不是只能作用两个力。

二力构件（二力杆）上可作用三个或更多的力，只要所有这些作用力都作用在刚体上的两

个点上。 
③二力构件（二力杆）上作用的力可以是主动力也可以是被动力（约束反力）。 

    ④任何刚体只有在不计其重力（重量）影响时才能是二力构件（二力杆）。或者说受重

力作用的刚体不可能是二力构件（二力杆）。 
二力构件（二力杆）的受力特点： 
    作用在二力构件（二力杆）上两点处的合力（作用点相同的力可由平行四边形法则确

定其合力）等值、共线、反向。 
    通过二力构件（二力杆）两端的中间（固定）铰约束将两物体（刚体）连接的约束称

为链杆约束。由二力构件（二力杆）的受力可知，由链杆约束所施加的约束反力作用线在

连接二力构件（二力杆）二端中间铰的连线上。常见的链杆约束所连接的两个物体（刚体）

中一个是相对惯性参考系（体）静止的。 
    7．球形铰链支座约束 

与柱形铰链支座连接约束不同的是，连接不同物体的圆柱

形刚体换成圆球形刚体。其约束条件是限制了 A 点任意三个

非共面方向的位移为零。如图 1-18 所示。但允许刚体 I 绕过 A
点的任意轴转动。由Ⅱ及圆球形刚体施加给 I 的约束反力可用

作用在 I 上 A 点处的三个两两正交的作用力表示（实质上可用

任意三个非共面的作用力表示）。 
图 1-18 

1-4  受力分析和受力图 
    对于给定的质点系或刚体系，在对其进行理论力学范围的分析研究时（包括静力学、

动力学），总是通过已知分析研究的对象的条件确定所需要求知量。而确定所分析研究的对

象，并将除所选定分析对象外的其它物体对所选定的对象的作用分析过程称为受力分析。

而将除所选定的对象外的所有其它物体对所选定对象的作用都以抽象作用力的形式画在所

选定的对象上的任意图称为被选定对象的受力图。 
    下面通过举例说明受力分析的过程及受力图的画法。 
例：试画出图 1-18 所示简单托架 ABC 的受力图；AB 杆的受力图；AC 杆的受力图；A 处圆

柱形刚体（销钉）的受力图（不计各杆的重量，不计销订重量）。 
解： 

球形铰支座
Rz

II
xR

Ry

I

A

AB

C

F

(a)

(b)
C

B A
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    （a）ABC 的受力图 
    选定研究象（包 AB 杆、AC 杆

和销钉）。如图 1-18（b）所示。 
    确定除选定研究对象外所有其

它物体对所选定研究对象的作用

（包括相对惯性系静的所选定研究

对象连接点 B、C 两处的两

个固定铰支座约束；另一物

体对所选定研究对象在 A 点

的（点接触）作用的抽象力

F 表示）。 
    将所有对选定研究对象

的约束去掉，而用各约束对

应的约束反力代替。并将约

束反力画在取出的研究对象

图的对应约束点处。如图

1-18（c）所示。 
    将所有对选定研究对象

的已知大小、方向、作用点

（或已知作用点和方位但大

小求知）的作用以抽象形式

给出的作用力（通常情况下

是主动力或称为载荷）画图

上，如图 1-18（d）所示。 
若所选定的研究对象

处于平衡状态（在整个静力

学分析中，选定的研究对象总是处在平衡状态），则可利用二力

构件（二力 
杆）、三力平衡汇交定理、平行四边形法则、作用力和反作用力         
图 1-18 
定律等结论对所选定的研究对象受力图进行进一步的分析。本

例中 AB、BC 杆为刚体（刚性杆），均为二力构件（二力杆）。

作用在 B、C 两点的约束的力分别沿 AB 两点、AC 两点的连线。如图 1-18（e）所示。进一

步还可通过三力平衡汇交定理确定 RB、RC的方向及用 F 表示的大小。如图 1-18（f）所示。 
    《本例中 ABC 研究对象在主动力（载荷）F 作用下和 B、C 处的固定铰支座约束下相

对惯性参考系（这里的惯性参考系取为地球）静止。即处于平衡状态。若将研究对象看是

由 AB、AC 刚性杆和圆柱形刚性销钉组成的刚体系，圆柱形刚体销钉相对 AB、AC 刚性杆

的尺寸而言可看作质点。显然两刚性杆 AB、AC 共具有六个自由度（平面情况），作为质点

的销钉具有两个自由度。因此该作为刚体系的研究对象共有八个自由度。而约束条件为： 

CyR
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RBy
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             0=BXu ； 0=BYu ； 0=CXu ； 0=CYu ； 

             AAXABBX uu )()( = ； AAYABAY uu )()( = ； 

             AAXACAX uu )()( = ； AAYACAY uu )()( =  

由此可知研究对象作为非自由刚体系，其自由度为 0。即处于平衡状态》 
    （b）AB 杆受力图；AC 杆受力图；销钉受力图 
    ① F 作用在 AB 杆上 
    如图 1-18（g）所示。AC 为二力构件（二力杆）；A 销钉可视为质点；AB 为二力构件

（二力杆）。由于 AB 二力杆，利用三力平衡汇交定理，可确定已由二力杆 AC 和质点销钉

A 确定了 RAB的方向及用 F 表示的 RAB的大小和 RB的方向、大小。由作用力与反作用力定

律： 

          ABAB RR ′−= ；   （ ABACAB RRR =′−=′ ；二力平衡公理） 

          ACAC RR ′−=       （ ABAC RR −= ） 

    进一步分析销钉（质点）与 AB、AC 刚性杆的相互位移关系。若将销钉 A（作为质点）

与AB刚性杆的A点重合，作为质点的销钉与AB刚性杆上任意点的相对距离将会保持不变，

即可将作为质点的销钉与 AB 刚性杆视为同一刚体。所不同是作为质点的销钉与 AB 刚性杆

重合后作为同一刚体，在 A 点处的作用力发生变化了。即 A 点处作用 AB 杆单独作为刚体

的作用力 F、RAB 和作为质点的销钉上作用的力 ABR′ 、 ACR′ 。其中 RAB 和 ABR′ 是作用力和

反作用力（作用力和反作用力必须作用在两个物体上），一但将作为质点的销钉和 AB 刚性

杆重合后作为一个刚体时，RAB 和 ABR′ 不在是作用力和反作用力。而是等值、反向、共线

的一对平衡力。由加减平衡力系公理，在销钉和 AB 刚性杆重合后视为同一刚体的刚体上

减 RAB、 ABR′ 构成的平衡力系，并不影响刚体的力学效应。此时 AB 刚性杆 A 点上作用有 F、

ACR′ 。F 为主动力， ACR′ 为 AC 刚性杆对作为质点的销钉与 AB 刚性杆视为一个刚体时的

约束反力， ACR′ 与 RAC为作用力和反作用力。同样，若将作为质点的销钉与 AC 刚性杆在

A 点重合并视为一个刚体。则 AC 刚性杆 A 点作用有 ABR′ 。 ABR′ 为 AB 刚性杆对作为质点

的销钉与 AC 刚性杆视为一个刚体时约束反力， ABR′ 与 RAB 为作用力和反作用力。由此可

得结论： 
    作为中间铰连接约束的圆柱销钉，若将其理想化为一个质点，则在对由其连接约束的

物体（刚体）进行受力分析时，可将其与所连接的任一物体（刚体）一同视为一个物体（刚
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体）。这里应当注意的是只有将圆柱销钉理想化为一个质点时，结论才成立。若销钉不是作

为质点，则要考虑销钉本身的转动，此时销钉相对被其连接约束的物体不能视为一个刚体，

因为当销钉转动（相对被连接约束的物体）时，销钉上的点与被连接约束的物体（刚体）

上点的距离将发生变化。 
② F 作用在 AC 杆上 

    如图 1-18（h）所示。容易证明图-18（g）、图-18（h）两图上 A 点的三角形是全等三

角形。即图-18（g）、图-18（h）两图中所确定的 AB 杆 A 点、B 点；AC 杆 A 点、C 点；作

为质点的销钉 A 点上的合力是相同的。同样对图-18（h）中的作为质点的销钉也可应用①

情况时的结论，即将作为质点的销钉与 AC 刚性杆或 AB 刚性杆视为一个刚体。 
③ F 作用在销钉上 
如图 1-18（i）所示。容易证明图-18（i）上 A 点的三角形与图 1-18（g）、图 1-18（h）

上 A 点的三角形全等。同样图-18（i）中所确定的 AB 杆上 A 点、B 点；AC 杆上 A 点、C
点；作为质点的销钉 A 点上的合力是和图-18（g）、图 1-18（h）
两图所确定的相同。 

从以上①、②、③种情况分析可知，对于作用在中间铰连

接约束处的主动力可以看作是作用在中间铰连接处的销钉上

或销钉连接的物体（刚体）上。 
 

例：试画出图 1-19 整体和 AB 曲杆、BCD 折杆的受力图（各

杆均视为刚性杆，且不计杆重）。 
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                                    图 1-19 
解：受力分析：A、D 处为固定铰支座约束；B 处为曲杆和折杆和中间铰支座约束；折杆 F
处受主动力（载荷）F 作用。 

（a）整体受力图 
    由固定铰支座约束反力特点，在 A、D 处可用相互正交的约束反力分别取代 A、D 处

的固定铰支座。但由于整体结构处处平衡状态，因此考虑应用二力构件（二力杆）、三力汇

交平衡定理、作用与反作用定律进一步确定约束反力的方向和大小。 
    AB 曲杆：二力构件（二力杆），确定 RA方位。 
    BCD 析杆：三力汇交平衡定理，确定 RD、RA的方向、大小。 

受力如图 1-19（b）所示。 
    （b）AB 曲杆、BCD 析杆受力图 

将 B 处的销钉与 AB 曲杆（或 BCD 折杆）视为同一刚体。 
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AB 曲杆：二力构件（二力杆），确定 RA、RB的方位。且 RA = —RB（二力平衡公理）。 

    BCD 析杆：三力汇交平衡定理， BB RR −=′ （作用力与反作用力定律）。确定 RD、 BR′

大小、方向。进一步研究 RA、RB。 
    正确画出研究对象的受力图，是分析解决静力学和动力学问题的前提和基础。因此在

对研究对象画受力图时必须注意以下几点： 
    1．必须明确研究对象。 
    2．熟练掌握各种约束的性质（细长柔索约束、光滑接触面约束、中间铰支座约束、固

定铰支座约束、可动铰支座约束及球铰支座约束）。并能够正确地画出约束的约束反力表示。 
    3．画出研究对象的示意图；将所有作用在所确定研究对象上的主动力画在示意力上；

将作用在研究对象上的约束一一去掉，代之以与约束性质所要求的约束反力。 
4．对平衡状态的研究对象判断二力构件（二力杆），应用二力平衡公理，三力汇交平

衡定理和作用与反作用定律。 
 


