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第三章  力偶理论 

 

    在第二章中对刚体上作用的力系为汇交（包括共点）力系的合成与平衡进行了

分析，并用几何法和解析法分别给出了由 F1、…、Fn 表示的主矢（或合力）及平衡

条件。刚体上作用力系构成汇交（共点）力系是刚体静力学问题的一种基本情况。

除这种情况外，当刚体上作用二个 F1、F2 力，且 F1、F2 大小相等、方向相反，作

用线平行（但不共线），此时作用在刚体上的 F1、F2 构成静力学基本问题的另一种

基本情况。即刚体受力偶作用的问题。 

 

§3-1  力偶的基本概念 

    如图 3-1 所示，刚体上作用 F、F ′两个大小

相等、方向相反、作用线平行（但不共线）的力。

由二力平衡公理可知<<刚体上作用二个力，刚体

平衡的必要充分条件为：作用在刚体上的两个力

大小相等、方向相反、作用线在同一直线上。>>

此时刚体未处于平衡状态。即刚体在一对大小相

等、方向相反、作用线平行（但不共线）的 F、F ′

力作用处于运动状态。且称作用在刚体上的一对

F、F ′构成的特殊力系为力偶。                              图 3-1 

    力偶：一对大小相等、作用方向相反、作用线平行（但不共线）的力 F、F ′所

构成的力系称为力偶，记为（F、F ′）。 

    当刚体上作用一力偶（实际上是一个特殊的力系）时，由二力平衡公理可知其
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处于运动状态。并称这种运动状态为刚体的转动状态。所谓刚体的转动状态，实质

上就是力偶对钢体作用时刚体的力学效应，或称为转动效应。 

    应当特别注意的是转动效应（或转动状态）与定轴转动不能完全等同。或者说，

在力偶作用下的刚体处于转动状态，但刚体上作用力偶并不唯一地给出（定轴）转

动。只有当刚体在力偶的作用下，且刚体上的两点的位移被约束为相对惯性参考系

（体）静止时，刚体的转动状态被称为绕以被约束的两点所在直线（该直线上的所

有点同样被约束为相对惯性参系静止）为轴的定轴转动。 

    设刚体上作用力偶（F、F ′）。将 F、F ′作为不限制作用点的自由矢量，由自

由矢量的加法运算可得 
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该式表明力偶（F、F ′）的主矢为零矢量。显然，当刚体上作用的力系的主矢为零

矢量时刚体并不一定处于平衡状态。同时力偶的主矢为零矢量还表明力偶不可能与

一不为零的力对刚体的力学效应等效。因为如果力偶（F、F ′）与不为零的F 等效

（力学效应相同），则用F 代替力偶（F、F ′），刚体的力学效应应该完全相同。（F、

F ′）与F 的主矢不相等，这与力学效应相同相予盾。因此力偶不能与不为零的力

等效。力偶当然也不能与一个为零的力相等效。因为刚体在为零的力作用下处于平

衡状态。而在力偶不能与一个力（无论是为零的力，还是不为零的力）相等效。因

此力偶是力学问题分析中的一个基本量。 

    力偶（F、F ′）的性质： 

   （1）力偶（F、F ′）中 F、F ′的作用线所确定的平面称为力偶作用面。 

   （2）力偶（F、F ′）中 F、F ′的作用线之间的距离称为力偶臂。力偶臂通常用

字母 d 表示。 
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   （3）对力偶（F、F ′）定义： 

dFFdM ′±== ||                                （3-1） 

式中 M 称为力偶（F、F ′）的力偶矩。|M|表示力偶（F、F ′）对刚体产生的转动

效应的强弱；而 M 的符号表示转动的转向。通常对观察者，或对给定的坐标系，当

力偶（F、F ′）使刚体作逆时针转动时，

力偶矩为正；反之为负。 

<<注：（3-1）式给出的是在力偶作用平

面内的力偶矩定义。如图所示坐标系中，

（3-1）给出的是力偶作用面为 xoy 面时

的力偶矩定义。对于空间一般情况下（力

偶作用面为图 3-2（a）中ABC面的情况），

力偶矩的定义是由 

FrFrM ′×′+×=  

所定义的。如图 3-2（b）所示。 

FrFFrFrFr ×=××=××=× )()( aa
F

aa        图 3-2 

    ∴            
FdFrFdr
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d 是 F、F ′作用线上与 F、F ′垂直的直线的交点所确定的矢量，d 是常矢量，d 的

模就是 F、F ′两作用线的距离。因此 

nFdM dF=×=                           （i） 

n 是 F、F ′按右手法则确定的方向上单位矢量。即 ABC 面的单位外法线方向。显然

由（i）式定义的力偶矩是一个矢量。力偶矩矢量 M 的大小|M|=M=Fd。若 ABC 面就
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是 xoy 面，则 xoy 面内的力偶（F、F ′）的力偶矩为 

M = Fdk  或  M = -Fdk 

M·k = ±Fd 

该式即（3-1）式 M 的定义。>> 

    4）力偶矩的单位为牛顿·米（N·m），或千牛顿·米（kN·m）。 

 

§3-2  平面力偶理论 

    若作用在刚体上的力偶系（若干个力偶的集合）的力偶作用平面都是同一平面。

则称刚体上作用的力偶系为平面力偶系。对平面力偶系，若不说明，其力偶作用平

面取为 xoy 坐标面。 

 

平面二力偶平衡公理： 

    当刚体上作用两个同平面的平面力偶（F、 F ′），（F2、 2F ′）时，刚体处于无

转动状态的充分必要条件是两力矩的力偶矩大小相等、转向相反。即 

M1 = -M2                            （3-2） 

平面力偶的等效条件为：两力偶的力偶矩大小相等，转向相同。即 

M1 = M2                            （3-3） 

证明： 

如图 3-3 所示为

作用在同一刚体上两

种情况的力偶（F、

F ′），（F2、 2F ′）。在

刚体上作用图 3-3（a）
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力偶的情况下，

在 F2 作用线上

选定刚体上一

点 A。按加减平

衡力系公理，加

上一对平衡力

F2、 2F ；在 2F ′

作用线上选定刚                            图 3-3 

体上一点 B。按加减平衡力系公理，加上一对平衡力 2F ′、 2F 。如图 3-3（c）所示。

刚体上现在作用有三个力偶（F1、 1F ′），（F2、 2F ′），（ 2F 、 2F ′）。且其对应的力偶

矩分别为： 

M1 = F1d1 ；M2 = F2d2 ；M3 = -F2d2 ； 

∵                           M1 = M2 = -M3  

显然按平面力偶平衡公理，（F1、 1F ′）和（F2、 2F ′）构成一对平衡力偶。在由加减

平衡力系公理，在刚体中减去由 F1、 1F ′、 2F 、 2F ′力系构成的平衡力系。 后得

到了（b）图所示的情况。在以下在整个过程中使用了加减平衡力系公理，并未改变

刚体的力学效应。因此（a）、（b）两种情况力学效应等效。即作用在刚体上的力偶

（F1、 1F ′）可用（F2、 2F ′）力偶等效，只要两力偶的力偶相等。 

 

平面力偶系的合成： 

刚体上作用的 n 个力偶（F1、 1F ′），…，（Fn、 nF ′）对刚体的作用效应与力偶
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应相同。且称（F、F ′）力偶是（F1、 1F ′），…，（Fn、 nF ′）这几个力偶的合成力

偶。或称为合力偶。 

证明： 

如图 3-4 所示，在 F1作用线上

加上一个力
1
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等效。因此可在刚体上用力偶                           图 3-4 
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                         （3-4） 

试式表明，刚体上作用 n 个平面力偶时，其合力偶的力偶矩是 n 个力偶的力偶矩的

代数和。 

 

平面力偶系的平衡 

    平面力偶系平衡的充分必要条件是：作用在刚体上所有平面力偶的力偶矩矢量

和为零矢量。即 

M = M1 + … + Mm = 0 

由（3-4）式，对平面力偶系作用的刚体，刚体平衡的充分必要条件为：作用在刚体

上的 m 个力偶的力偶矩的代数和为零。即 

M1 + … + Mm = 0 

    例 3-1  如图 3-5 所示机构在两力偶作用下平衡。已知：M1=100N·m，O1A=40cm，

O2B=60cm，各杆自重不计。试求 M2=？ 
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解： 

    首先分析机构整体。O1、O2 处为固

定铰支座约束。即在 O1、O2 处可分别用

相互正交的约束反力表示固定铰支座对

机构的约束。且这两处的四个约束反力

均为未知，同时也不构成汇交力系。因

此无法用汇交力系的平衡条件去求解。 

    由于对机构整体无法求解。因此只

能考虑对机构中各构件进行分析。 

    O2B 杆：O2 处受图定铰支座的（一

对正交）约束反力；杆上作用未知力偶

M2；B 处受 AB 杆作用的（一对正交）约

束反力。所有力不构成汇交力系。 

    AB 杆：二力构件。 

O1A 杆：O1 处受固定铰座的（一对

正交）的约束反力；杆上作用已知 M1；A                    图 3-5 

处受 AB 杆作用的（一对正交）约束反力。所有力不构成汇交力系。 

    由 AB 杆为二力构件可确定，O1A 杆在 A 点所受 AB 杆的作用力 FABA 的作用线

沿 AB 杆 AB 两点连线。（二力杆是分析问题的突破口）。因此选择 O1A 杆为分析对象。

受力分析图见图（b）。 

    O1A 杆在 A 点受 FABA，杆上受力偶 M1作用，在 O1点受固定铰支座的约束反力

作用。由于力偶只能与力偶平衡的特点。显然当 O1A 平衡时，O1 处的约束约束反力

必须与 FABA 构成一力偶（F01，FABA）。且该力偶与 M1 力偶平衡。即二力偶矩满足： 

FO2

ABBF
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FO AA12BBOF

AB

M1
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030sin11 =°+− AOFM ABA  

（此处对平面力偶规定逆时针转动时其力偶矩为正；反之为负） 

N500

2
11040

100
2

=
××

=
−

ABAF  

（此处强调计算表达式中应采用国际标准单位） 

    对 AB 杆： AAO1
F 与 FABA为作用力与反作用力： 

AAO1
F =-FABA ； AAO1

F =500 N 

 AAO1
F 与 BBO2

F 为一对平衡力： 

ABAAAOBBO FFF =−=
12

 ； BBO2
F =500 N 

    对 O2B 杆：FABB与 BBO2
F 为作用力与反作用力： 

ABABBOABB FFF −=−=
2

 ； FABB=500 N 

 FABB与 2OF 构成力偶（FABB， 2OF ）与 M2 平衡。 

022 =+− MBOFABB  

N3001060500 2
2 =××= −M  

 

§3-3  空间力偶理论 

    对每一个给定的力偶，由（i）式给出了与该力偶对应的力偶矩。当力偶系中每

一个力偶对应的（i）式中的力偶矩矢量 n 是同一矢量时。该力偶系称为平面力偶系。

而对力偶系中的每一力偶对应的（i）式中的力偶矩矢量 n 的方向各不相同是。该力

偶系称为空间力偶系。 
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    按力偶对应的（i）式中的力偶矩矢量，对空间力偶系有如下结论： 

    空间两力偶等效的条件：两力偶对应的力偶矩矢量相等。即 

M1 = M2                              （3-5） 

    空间力偶系的合成：n 个力偶构成的空间力偶系对刚体的转动效应可以等效为

一个力偶对刚体的转动效应。与 n 个力偶等效的力偶称为这 n 个力偶的合力偶。且

合力偶对应的力偶矩矢量等于 n 个力偶对应的力偶矩的矢量和。即 

MMMMM ∑==++= ∑
=

n

i
in

1
1               （3-6） 

    空间力偶系的平衡：空间力偶系平衡的充分必要条件为：合力偶对应的力偶矩

矢量为零矢量。即 

M=0； 01 =++ nMM                    （3-7） 

    若在惯性参考系（体）上建立标准正交坐标系{O；i、j、k}。则（3-5）、（3-6）、

（3-7）可在{O；i、j、k}中表示为： 

M1 = M2 
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M = 0 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++
=++

0

0
0

1

1

1

nzz

nyy

nxx

MM

MM
MM

                     （3-11） 

例 3-2  如图 3-6 所示。试求二力偶（F1、 1F ′）、（F2、 2F ′）的合力偶（F、F ′）的

力偶矩矢量。（F1=200kN，F2=100kN） 

解：  kjd 421 −= ； iF 2001 =  

      jd 22 = ； )43(202 kiF +−=  

)2(400111 kjFdM +−=×=           

)34(40222 kiFdM −=×=  

01 =xM ； 8001 −=yM kN.m ；       

4001 −=zM  kN.m 

1602 =xM  kN.m ； 02 =yM ；

1202 −=zM  kN.m                                    图 3-6 
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      mkN47.967520800160 222 ⋅=++=M  

      16538.0
47.967

160),cos( 21 ==
+

=
M

MM xxiM ； °= 48.80α  

      82690.0
47.967

800),cos( 21 −=
−

=
+

=
M

MM yyjM ； °= 78.145β  

      53748.0
47.967

520),cos( 21 −=
−

=
+

=
M

MM zzkM ； °= 51.122γ  

    )8060(2200)42(2211 kx +−+×−=×+×= ijikjFdFdM  

         
n

kjikji

58540

585/)13204(58540)13204(40

=

−−=−−=
 

      M = 967.47 kN·m 

      αcos16538.0585/4 ===⋅ in ； °= 48.80α  

      βcos82690.0585/20 =−=−=⋅ jn ； °= 78.145β  

      γcos53748.0585/13 ==−=⋅ kn ； °= 51.122γ      


