
第 1章 线性规划 

线性规划是运筹学的一个十分重要的分支，自 1949 年丹捷格提出了求解线性规划

问题的单纯形法后，线性规划的应用日趋增多，现国内外盛行。 

线性规划所解决的问题主要分为两类：一类是在资源（人力、物力、财力⋯⋯）一

定的情况下，我们如何利用这些有限的资源来完成最多的任务。另一类是在任务确定的

情况下，我们如何利用最小的资源完成这个确定的任务。 

要用线性规划解决一个实际问题，一般来说，都需要首先根据待要解决的问题，建

立线性规划的数学模型，其次对已得模型利用计算机求解，得出优解，再施于实践。故

此，这里我们首先考虑线性规划的数学模型。 

1.1 线性规划的数学模型 

建模是解决线性规划问题的极为重要的一个环节，一个正确数模（数学模型）的建

立，要求建模者熟悉问题的生产情况和管理内容，明确目的要求和错综复杂的已知与未

知条件，以及它们之间二者相互关系，而一些已知数据还要通过大量的调查和统计资料

获取可靠的原始数据加以证实。对初学者来说，要求我们怎样从问题的内容出发，分析

和认识问题，善于从数学的角度有条理的表述出来，掌握建模的分析问题的步骤及方法。 

一般来说，一个待建模的线性规划问题需满足以下条件，方可入手。 

（1）所求问题的目标一定能表示为最大化或最小化问题，例如，求最小成本或人

力投资等，材料储备的最大利用，企业的最大利润等问题。 

（2）问题一定要具备有达到目标的不同方法，即必须要有选择的可能性。 

（3）要达到的目标是有限制条件的。 

（4）问题的目标和约束都能表示为线性式。 

以下我们将通过几个实例来说明建模的思路及线性规划在实际问题中的应用，并随

之引出线性规划的标准模型。 

1.1.1  线性规划问题举例 

例 1.1 （资源利用问题）设某建筑公司的预制厂利用沙，石，灰三种原料 A1，A2，

A3，来生产两种产品 B1和 B2，已知该厂各种原料的现有数量，每单位产品对各种原料

的消耗量及所获利润如下表 1-1所示。 

现在的问题是，在这些现有的资源条件下，如何分配产品 B1，B2 的生产，才使公

司取得利润最大。 

 



                                                      表 1-1 

 

B1 B2 原料现有数（M 2
） 

A1 1 3 90 

A2 2 1 80 

A3 1 1 45 

单位利润（百元） 5 4  
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分析：1.确定未知变量，设 x1表示 B1的生产数量，x2为产品 B2的生产数量。 

2.因为所求问题的目标是要求公司取得最大利润，所以，设利润函数为 f(x)，

则 ( ) 1 25 4f x x= + x

0
0

（百元）。 

3.问题的约束资源限制为各种原料的现有数，所以，有关系式： 
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归纳 1，2，3式得出该问题为： 

求满足 
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并使 ( ) 15 4 2f x x= + x 最大的一组数 ( )1 2, Tx x 。 

一般的，设用 种原料，可以生产1 2, , , mA A A" 1 2, , , nB B " B 种产品，已知 种原料为

单位，

iA ia

jB 种单位产品所需 种原料a 单位，iA ij jB 种单位产品的利润为C 元，问应如何组

织生产才能获得最大利润？ 

j

解：设 jx 为生产产品 ( 1, 2, ,j )B j = "

)
n 的计划数，那么这一类问题的数学模型为：求

一组变量 ( 1, 2, ,jx j = " n 的值，使它满足 

( )
1

1, 2, ,
n

ij j i
j

a x a i m
=

≤ =∑ "  

( )0 1, 2, ,jx j n≥ = "  



并使利润函数 ( )
1

n

j j
j

f x C
=

= ∑ x

,

的值最大。 

例 1.2 （物资调运问题） 

设有两个砖厂 变量分别为 23万和 27万块砖，它的产品供应1 2,A A 1 2 3, ,B B B

1 2 3, ,
三个工

地，需要量分别为 17万块、18万块和 15万块，已知从 分别向1 2,A A , B B B 运送 1万

块砖需要的运费如表 1-2所示。 

运价表（单位：万块）         表 1-2 

运价     工地

砖厂 
B1  B2  B3  

A1 50 60 70 

A2 60 110 160 

问如何调运才使的总运费最小? 

解：设 ijx 表示有砖厂 运往工地iA jB 的砖的数量（单位：万块）（ i j ） 1,2; 1,2,3= =

因为，由砖厂 运往三个工地的砖数总和应等于 的产量，从而有约束式： iA iA
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又因为由 两个砖厂运到各地的砖数总和应等于各工地的需求量，所以又得约

束式： 
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于是，该运输问题归结为： 

求一组满足条件: 
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并使 ( ) 11 12 13 21 22 2350 60 70 60 110 160f x x x x x x= + + + + + x 最小的 ijx （ ）。 1,2; 1,2,3i j= =

一般的，设某种物资有 m个产地： 联合供应 n个销地：1 2, , , mA A A" 1 2, , , nB B B" 。



各产地产量（单位：吨），各销地销量（单位：吨），各产地至各销地单位运价（单位：

元/吨）如表 1-3所示。 

表 1-3 

单价（元/吨）     销地 

产地 
                 nB B1 2 " B 产量（吨） 
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销量（吨）                   nb b1 2 " b   

表中： 表示产地的产量 的产量ia iA ( )1, 2, ,i m= "  

jb 表示销地 jB 的销量  ( )1, 2, ,j n= "

ijC 表示 到iA jB 间的单位运价（元/吨） ( )1, 2, , ; 1, 2, ,i m j= =" n"

ib

。问应如何调运，

才能使总运费最小？ 

解：当产销平衡（即∑ ）时，设
1 1
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i
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a
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那么，上述运输问题的数学模型为： 

求一组变量 ijx ( 1, 2, , ; 1, 2, ,i m j= =" )n" 的值，使它满足约束条件： 
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并使目标函数 ( ) 11 11 12 12 mn mnf x C x C x C x= + + +" 的值最小。 

利用连加号（∑），这一数学模型可以写为： 

求一组变量的值 ijx ( )1, 2, , ; 1, 2, ,i m j= =" n" ，使它满足 
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并且使目标函数 ( )
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的值最小。 

如果运输问题中，没有产销平衡这一限制，当产大于销时（即
1 1

m n

i
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题的数学模型应为： 

求一组变量 ijx ( )1, 2, , ; 1, 2, ,i m j= =" n"

)

的值，使它满足 
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例 1.3 （节约下料问题） 

设有一批规格为 10米长的圆钢筋，将它截成分别为 3米，4米长的预制构件的短钢

筋各 100根，问怎样截取最省料。 

解：因为，10米长的钢筋截为 3米或 4米长，共有三种截法： 

所以，设按截法

则该问题归纳为
截法Ⅰ：3  3  3  1  米 

截法Ⅱ：3  3  4  0  米 

截法Ⅲ：4  4  0  2  米 
Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ各截取 10米长的钢筋分别为 , ,x x x1 2 3根， 

：求满足约束条件 
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并使得总钢筋数 ( )f x x x x= + +1 2 3最小的一组数 ( , , )Tx x x1 2 3 。 

一般的，设用某原材料（条材或板材）下零件 的毛坯，根据过去经验

在一件原材料上有

1 2, , , mA A A"

1 2, , , nB B " B 种不同的下料方式，每种下料方式可得各种毛坯个数及每

种零件需要量如下表 1-4所示，问应怎样安排下料方式，使得既得满足需求，用的原料

又小。 

解：设采用 jB 种方式下料时，需要的原材料数为 jx ，则这一问题的数学模型为： 
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                                              表 1-4 

各种方式下      下料方式

的零件个数 

 

零件名称 

                 nB B1 2 " B     零件需要量 

m

A
A

A

1

2

#
 

              
              
                     
             

n

n

m m

C C C
C C C

C C C

11 12 1

21 22 2

1 2

"
"

# # " #
" mn

       

m

a
a

a

1

2

#

例 1.4 （投资计划问题） 

一个公司制订投资计划问题的关键是在预算范围内，合理选择投资项目，使总的资

金回收额达到最大。 

例如，某建筑企业拥有 20万资金，拟在今后五年内对下列项目投资。已知： 

项目 A：从第一年到第四年每年年初需要投资，并于次年末回收本利 115%； 

项目 B：第三年年初需要投资，到第五年末能回收本利 125%，但规定最大投资不

超过 8万元； 

项目 C：第二年初需要投资，到第五年末能回收本利 140%，但规定最大投资额不

超过 6万元； 

项目 D：五年内每年年初可购买公债或定期储蓄，于当年末归还，并加利息 9%。 



现要求确定这些项目每年的投资额，使到第五年末拥有的资金本利总额为最大。 

分析： 

1．假设变量，设以 , , , ( , , , ,iA iB iC iDx x x x i )=1 2 3 4 5 分别表示第年 i年初给项目 A，B，C，

D的投资额。 

2．资金流转分析，原则是每年年初应把资金全部投出去，手中不留呆滞资金。因

此，第一年年初将 20万元资金投给 A，D项目，有 

A Dx x+ =1 1 200000，则年底回收项目 D的本息为： ( %) .D Dx x+ =1 11 9 1 09  

这些资金应在第二年年初投资给 A，C，D三个项目，故有 .A C D Dx x x x+ + =2 2 2 11 09  

第二年年底回收项目 A 的第一年投资和项目 D 当年投资的本利总合为：
. .A Dx x+11 15 1 09 2 这些资金在第三年初投资给项目 A，B，D，有 

. .A B D A Dx x x x x+ + = +3 3 3 1 21 15 1 09

. .
第三年底回以 A项的第二年投资和D项当年投资的

本利总合为： A Dx x+2 35 1 091 1  

类似的，可得第四年投资为： . .A D A Dx x x x+ = +4 4 2 31 15 1 09  

第五年投资为： . .D A Dx x x= +5 31 15 1 09 4  

第五年年底共回收资金： 

项目 A： . Ax451 1  

项目 B： . Bx351 2
，且 Bx3 ≤ 80000 

项目 C： . Cx201 4
，且  Cx ≤2 60000

项目 D： . Dx591 0  

从而得到该投资问题的模型为：求 , , , ( , , , ,iA iB iC iDx x x x i )=1 2 3 4 5 ，使其满足 
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并使 ( ) . . . .A B C Df x x x x= + + +4 3 21 15 1 25 1 40 1 09x5 最大。 

例 1.5  （混凝土搅拌站选址问题） 

在一个联合协作多点开口建筑施工的场地中，一个大型搅拌站的安装位置，对施工

的进度将起很大的作用，特别是基础浇灌阶段更为重要，由此，我们来建立一个选址问

题的数学模型。 

设共有 n个施工地点（广义的称需求点），有 m个可供选择建站的地点（广义的称



为供应点），每个点至多建立一个搅拌站，现设在地点 i建站的生产能力为 （单位：立

方米），在地点 i搅拌站生产的单位时间的固定成本为 （ 可用固定资产折旧来衡量）

施工点 j的需求量为 ，从搅拌站 i到施工点 j的单位运费为 。 

ir

iF iF

jS ijC

设 ijx 为从搅拌站 i向施工点 j供应的混凝量（单位：立方米） 

iu 表示是否选择地点 i建立搅拌站， 
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综合上述各例，不难看出我们所建立的数学表示都具有一个共同特点：要求出一组

非负数 ( , , ,ijx j≥ =0 1 2" n ，且使它们满足一组线性条件（一组线性方程或线性不等式），

并且使得某一关于 n个变量 jx 的线性函数取得最大值或最小值。我们把这一类问题统称

为线性规划问题。 

1.2 线性规划的标准形式 

1.2.1 线性规划问题的标准形式 
把上节例子加以概括，我们可以把它们抽象成这样一类数学问题： 

求满足条件： 

                             (1-1)
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并且使 ( ) n nf x c x c x c x= + + +1 1 2 2 " 取最大（小）值得一组数 jx ( , , ,j =1 2" )n
)"

。(1-3) 

其中， a i ，b及 c 都是已知常数，（1-1）式中的线性条件( , , , ; , , ,ij m j n= =1 2 1 2" i i



可以是方程式也可以是不等式，亦可以二者兼有。 

凡能表为以上形式的问题统称为线性规划问题。 

（1-1） 式称为线性规划的约束条件。 

（1-2） 式称为线性规划的未知变量（决策变量）。 

（1-3） 式称为线性规划的目标函数。 

为了讨论方便起见，我们把以上线性规划问题统归成如下标准形式： 

求满足约束方程： 
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"
"
"

1

2

m

+ = b

+ = b

+ = b
 

使 ( ) n nf x c x c x c x= + + +1 1 2 2 " 最大的一组数 ( , , , )T
nx x x x= 1 2 " 。 

为了叙述方便起见，我们用（L，P）代表以上的标准形线性规划。 

1．标准线性规划的矩阵形式： 

设

      
      

         X=  b=

      

n

n

n mm m mn

a a a x b
a a a x b

A

x ba a a

    
 


  

 


  =
 


  

 


   
   

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

"
"

# #""""""
" 

 

( , , , )nC c c c= 1 2 " ，则（L，P）的矩阵形式为求满足条件
AX b
X

=
 ≥ 0

 

并且使 ( )f x CX= 取最大的一组数 X 。 

简记为：  









≥
≥
=
=

0
0.

)(

b
X

bAX
ts

CXxMaxf

2．标准线性规划的向量形式 

设         则得（L，P）的向量形式： 





















=

mj

j

j

j

a

a
a

P
"

2

1



















=

mb

b
b

b
"

2

1













≥
≥

=

=

∑

∑

=

=

0
0.

)(

1

1

j

j

n

j
jjij

n

j
jj

b
x

bxa

ts

xcxMaxf

  或        











≥
≥

=

=

∑

∑

=

=

0
0.

)(

1

1

j

j

n

j
jjj

n

j
jj

b
x

bxP

ts

xcxMaxf

1.2.2将一般线性规划问题划为标准形式的方法 
将非标准形式线性规划为标准形式线性规划时有以下几种情况可能出现，处理的方

法有： 

1．目标函数为极小化。对目标函数为极小化的问题只要将目标函数乘以（-1）即

可化为等价的极大化问题。 

2．约束条件为不等式。部分或全部约束条件为不等式有两种情况： 

（1）约束条件为不等式或等于形式。对这样的约束，在不等式的左端加上一个非

负的新变量即可化为等式。新增的非负变量成为松弛变量。 

（2）约束条件为大于或等于形式。对这样的约束，在不等式的左端减去一个非负

的新变量即可化为等式。新增的非负变量称为剩余变量，亦可以称为松弛变量。 

3．决策变量有非正约束。如果 jx ≤ 0，则用非负变量
'
jx 代替，使 '

j jx x= − 。 

4．决策变量 jx 符号不受限制。标准形式中要求变量为非负，碰到变量无非负约束

时，可以用两个非负的新变量之差来代替。如变量 jx 无非负性要求，则将它写成
' "

j j jx x x= − ，新变量
'
jx 和 "

jx 为非负变量，而 jx 的符号将由 '
jx 和 "

jx 来确定。 

5．决策变量有上下界。对这种情况，可将上下界分别处理。引进新的变量使等于

原变量减去上下限值，如此则下限为零，满足标准形式的非负性要求。如已知决策变量

jx 的限制为 ；则以j ja x b≤ ≤ j
'
j jx x= − a代替 jx ，从而得 '

jx b a≤ ≤ −0 ，现时的 '
jx 满足了

非负要求。并用新变量 '
jx 替换目标函数和约束条件中所有的原变量 jx ，再将上限约束列

为新的约束条件并化为等式。 

下面举例说明如何将一般非标准形式的线性规划问题划为标准形式的线性规划问

题。 

例 1.6 将下列线性规划问题化为标准形式：  

max ( )f x x x= − +2 x
.

, ,

x x x
x x x

s t
x x x
x x x

+ − ≤
 − + ≥
 − − ≥
 ≥

1 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 20

2 1

4 4 2

0 不限

3

2

 



解：1．因为 x3符号不限，以
' "x x x− =3 3 3代入目标函数和所有约束条件中，其中，

'x3，
"x3均为非负变量。 

2．对第一个约束条件加上松弛变量 x4化为等式。 

3．对后两个约束条件分别减去剩余变量 x5和 x6化为等式。 

4．为了保持目标函数不变，使 x4， x5和 x6的目标系数均为零。得到的标准形式线

性规划为： 

例 1.7将下列线性

 

 

 

 

解：1．给目标函数

2．令 'x x= −3 3

将变量 'x3的上限约

由以上可看出，任

题。因此，以后如没有
' "

' "

' "

' "

.

, , , , , ,

x x x x x

x x x x x
s t

x x x x

x x x x x x x

 + − + +


− + − − =


− − + −



1 2 3 3 4

1 2 3 3 5

1 2 3 3

1 2 4 5 6 3

3 2

2 1

4 4 4

' "max ( )f x x x x x x x x

x

= − + − + + +

=

=

≥ ≥

1 2 3 3 4 5

6

3

2 0 0

0

2

2

0 0

60

规划问题化为标准形式： 

两端同乘（-1），令 ' ( ) ( )f x f= − x  

代入，问题化为： 2

束

min ( )

.
, ,

f x x x x
x x x

s t x x x
x x x

= + +

+ + =
 + + =
 ≥ ≤ ≤

1 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4

2 3 20

3 4 2

0 2 6

3

5

化为等式，的标准形式为： 

' '

'

'

'

'

max ( )

.

, ,

f x x x x

x x x

x x x
s t

x

x x x

= − − − −

 + + =


+ + =


≤
 ≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

1 2 3

2 4 8

2 3 14

3 4 17

4

0

' '

'

'

'

'

max ( )

.

, , ,

f x x x x

x x x

x x x
s t

x x

x x x x

= − − − − +

 + + =


+ + =


+ =
 ≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4

1 2 3 4

2 4 8 0

2 3 14

3 4 17

4

0

x4

何一个线性规划问题都可以化成等价的标准形式的线性规划问

特殊声明，我们讲的线性规划都是指标准形式的线性规划。 



1.3 线性规划的基本概念及其基本原理 

这一节主要介绍有关线性规划问题解的基本概念及性质，为下节线性规划的单纯形

法作好理论上的准备工作。 

1.3.1 线性规划问题的解的基本概念 

由 1.2 节知线性规划的标准形式为： 

定义 1 称满足线性

划问题的可行解。所有

定义 2 称满足线性

极大的可行解称为最优

定义 3 设

阵 A中 阶非奇异子

( ijA a=

m n×

由线性代数知，如

无关的列向量组成的，

B

定义 4 设 B是线性

划问题的基向量。与基

量，否则称为非基变量

为了进一步讨论线

已知（2）的系数矩

穷多个解。不失一般性

是方程组（2）可改写为
规划的约束条件（2）和（3）的解 ( ), , , T
nX x x x= 1 2 " ，为线性规

可行解组成的集合称为可行域（可行解集）。 

max ( )

, ( , , , )
.

( , , , )

n

j j
j

n

ij j i
j

j

f x c x

a x b i m
s t

x j n

=

=

=


= =


 ≥ =

∑

∑ "

"

1

1

1 2

0 1 2

规划目标函数的可行解为线性规划的最优解，即使目标函数达到

解。 

是约束方程组（2）的系数矩阵，其秩为m m 。若 B 是矩

阵（

)mn ( n< )

B ≠ 0），则称 B是线性规划问题的一个基。 

果 B 是线性规划问题的一个基，那么它一定是由 A 的 m 个线性

为了不失一般性以下设 

, ,

      
      

 =( , ), =
                 

      

jm

jm
m j

m m mn mj

aa a a
aa a a

p p p

a a a a

P

  
  
  =   
  
    

111 12 1

221 22 2

1 2

1 2

"
G" G G G"

# # # # #
"

 

规划问题的一个基，则称 B的列向量 ( , , ,j )p j m=1 2
G " 为线性规

向量 jpG 对应的决策变量 ( , , ,j )x j m=1 2" 称为线性规划问题的基变
。 

性规划问题的解，我们先要研究方程组（2）的求解问题。 

阵 A的秩为 (m m n)< ，故由线性代数的知识知方程组（2）有无

，不妨假设方程组的前 m个变量的系数列向量是线性无关的，于

： 



m m m m n n

m m m m n n

m m mn m m mn m mn n

a x a x a x b a x a x
a x a x a x b a x a x

a x a x a x b a x a x

+ +

+ +

+ +

+ + + = − − −
 + + + = − − −


 + + + = − − −

11 1 12 2 1 1 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 1 1 1

1 1 2 2 1 1

" "
" "

""""""""""""""""""""
" "

 

或 ，  
m n

j j j j
j j m

P x b P x
= = +

= −∑ ∑
1 1

G G
j

j
j

mj

a

a
P

a

 
 
 =  
 
  

1

2
G

#

由上式左端的系数列向量构成的 m阶矩阵 

, ,

      
      

=( , )
                 

      

m

m
m

m m mn

a a a
a a a

B p p p

a a a

 
 
 =
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

"
" G G G"

# # # #
"

 

就是方程组（2）的一个基。对应于基的基变量向量用 BX 表示： 

( , , , )T
BX x x x= 1 2 " （T为转置符号） m

在上式中令非基变量 ，则方程组 m m nx x x+ += = =1 2 0"

m m

m m

m m mn m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

"
"

"""""""""""
" m

 

有唯一的解，用高斯消去法可求出方程组的解， ( , , )T
mx x x=0 1 " ，再加非基变量的

零值，得出（2）的一个解  ( , , , , , , )T
mX x x x= 1 2 0 0" "

这个解的非零分量的个数不大于方程的个数m，称这样的解X为线性规划的基本解。

当非零分量的个数小于 m 时称为退化基本解；当非零分量的个数等于 m 时称为非退化

基本解。我们这里主要讨论非退化情形。 

由上述定义可知，对于每一个基，就可以求出一个基本解。但一个 矩阵 A（秩

），最多有 个基，因此线性规划最多有 个基本解。 

m n×

( )A m= m
nC m

nC

定义 5 满足非负条件（3）的基本解，称为基本可行解。对应于基本可行解称为可

行基。显然，线性规划的基本解的个数最多也只能为 个。 m
nC

定义 6 使目标函数极大的基本可行解称为线性规划的基本最优解。 

例 1.8 已知线性规划 

 



试求它的基本解及基本可行解。 

解：将线性规划标准化为： 

  3  1  0
2  1  0  1

A
 

=  
 

∵
2

max ( )

.
,

f x x
x x

s t x x
x x

= +

+ ≤
 + ≤
 ≥

1 2

1 2

1 2

1 2

6 7

2 3 12

2 8

0

x

，

中两个变量的取值为零

本解： 

( , , , ) ;

( , , , ) ;

T

T

X X

X X

=

=
1

4

0 0 12 8

4 0 4 0

其中， ， ，X1 X 2

M
( )( ) (X Xλ λ+ −1 21 0

1.3.2 线性规划的
定义 7 设 是 n

点 ( )

例如三角形、矩形

而圆周，圆环，空心球

凸集。例如图 1-1中的

 

x1 

x2 

 

 

 

   （a）  

定义 8 设M 是凸
( ) ( )( ( )X X X= + −1 21λ λ

定义 9 设 ( ) (,X X1

( ) (X X Xλ λ= +1 2
1 2

其中 (j jλ≤ ≤ =0 1

合。 
m

s

≤

几

维

集

2

)

ax ( )

.
, , ,

f x x x
x x x

t x x x
x x x x

= +

+ + =
 + + =
 ≥

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 3 4

6 7

2 3 1

2 8

0

2

秩 ，并且任两个列向量均可组成一个基，从而，每次令其

，解出其余两变量的值，便可得到一个基本解，依次得到 6个基

( )A = 2

( , , , ) ; ( , , , )

( , , , ) ; ( , , , )

T

T

X

X

= =

= − = −
2 3

5 6

0 4 0 4 3 2 0 0

6 0 0 4 0 8 12 0

T

T
 

， 又为基本可行解。 X3 X 4

M ( ) ( ),X X1 2

)λ ≤1 M M ( , ,X x x= 1 2 "

何概念 
欧式空间一点集。若 中的任意两点 的连线上的一切

仍在点集 中，则称 为凸集。 , )T
nx  

、圆面等都是二维凸集，球体，长方形，圆柱体等都是三维凸集。

等都不是凸集。从几何上看，一个无凹、无洞的几何实体才能为

(a)是凸集，(b),(c)均不是凸集。 

x1 

x2 x2

x1

                （b）                   （c） 

，X M∈ ，若 X 不能为M 中的两个不同点 ( ) ( ),X X1 2 连线上的点

，则称为凸集λ), ( < <0 )1 M 的顶点（极点）。 
) ( ), , KX" 是 n维欧式空间 中的 个点，若存在nE K , , , Kλ λ1 2 " λ 使得  

( )K
K Xλ+ +"  

K

, , , K )1 2" 且 j
j
λ

=

=∑
1

1，则称 X 为 个点K ( ) ( ) ( ), , , KX X X1 2 " 的凸组



1.3.3 线性规划的基本原理 
定理 1 线性规划问题的所有可行解组合的集合（即可行域） 

{ },S X AX b X= = ≥ 0  

是凸集。 

[证]  要证明可行域 为凸集，只要证明 中任意两点的连线的一切点均在 内即

可。 

S S S

设 ( ) ( ),X X1 2

≥

是可行域 内任意两点，即由可行解的定义知 S
( ) ( ) ( ) ( ), , ,AX b AX b X X= = ≥1 2 1 20 0。 

下证对一切 ( )λ λ≤ ≤0 1 ，对 ( ) ( )( )X Xλ λ= + −1 1 X 2 仍是 中的点（仍是可行解）。因

为，当 ，

S
( ) ,X ( )X≥ ≥1 20 0 λ≤0 ≤1时，有 

( ) ( )( )X X Xλ λ= + −1 21 0≥

=1

 

并且有 
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) ( ) ( )AX A X X AX AX b b bλ λ λ λ λ λ= + − = + − = + −1 2 1 21 1  

由此知， ( ) ( )( )X Xλ λ= + −1 1 X 2 仍是 中的点，故 是凸集。 S S

定理 2 线性规划问题的可行解 ( , , , )T
nX x x x= 1 2 " 是可行域 的顶点的充分必要条

件是

S

X 是基本可行解。 

定理 3 若可行域有界，则线性规划问题的目标函数一定在可行域的顶点达到极大

值。 

另外，若可行域无界，则可能没有最优解，也可能有最优解。如果有最优解也一定

在某个顶点上达到。 

综合以上讨论的定理，可将重要结论归纳如下： 

线性规划问题的所有可行解的集合一般是凸集；它们有有限个顶点；线性规划问题

的每个基本可行解都对应可行域的顶点；反之可行域的每个顶点也对应着线性规划问题

的基本可行解；线性规划问题的最优解必在可行域的某个顶点达到。 

1.4 线性规划的枚举法 

因为线性规划的基本可行解是有限的，它不超过C 个，因此采取“枚举法”找出

所有基本可行解，然后一一代入目标函数，进行比较，使目标函数取得最大值的基本可

行解就是线性规划得最优解。 

m
n

例 1.9 用枚举法求解线性规划： 

 

 



的最优解 

解：由例 1.8 知，

( , , , ) ,TX X=1 0 0 12 8

数得： 

( )( ) ,f X f X= =1 20

规划的最优解为： 

图解法是采用直角

于二维或三维的线性规

第一步：平面坐标

第二步：在可行域

优（大或小）的方向平

第三步：联立通过

第四步：将最优解

现举例说明： 

例 1.10 用图解求线

解 ：第一步：确

（1）做出 x x+12 3

（2）定出 x x+12 3

（3）做出 x x+1 22

（4）定出 x x+1 22

（5）由 ,x x1 2 ≥ 0，
该线性规划的基本可行解为： 

( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )T TX X= = =2 3 40 4 0 4 3 2 0 0 4 0 4 0 T，相应得代入目标函

( ) ( ), ,f X f X=3 428 32 = 24所以， ( )max ( )f x f X= =3 32故线性

* ( , , , )TX X= =3 3 2 0 0 。 

1.5 线性规划的图解法 

坐标系及其基本原理设计出的一种求解方法，所以该方法仅适用

划求解，其步骤如下： 

系中，给出各约束条件的图形，并确定出可行域。 

内做出目标函数的某一图形（直线），并将该直线沿目标函数取

行移动，最后相触的顶点（极点）为最优点。 

最优点的方程得出最优解。 

代入目标函数得出最优值。 

性规划 

max ( )

.
( , , ,j )

f x x x

x x x
s t x x x

x j

= +

 + + =


+ + =
 ≥ =

1 2

1 2 3

1 2 4

6 7

2 3 12

2 8

0 1 2 3 4

 

定

max ( )

.
( , )j

f x x

x x
s t x x

x j

= +

 + ≤


+ ≤
 ≥ =

1 2

1 2

1 2

6 7

2 3 12

2 8

0 1 2

x

 

可行域。 

的直线。 =2 12

2

8

8

的区域，满足该不等式的点在（1）做出直线的左下方。 ≤2 1

的直线。 =

的区域。在（2）做出的直线的左下方。 ≤

知可行域在第一象限，归纳以上得出可行域如图 1-2所示。 



 

7
−
6

第二步：由于目标函数 ( )f x x= +16 7x2是以斜率为     的平行族，所以我们一旦给

( )f x 赋一个值就确定了一条直线，所以，令 ( )f x =10，即 x x+ =1 26 7 10，并在可行移动，

最后与可行域相融的顶点为B点，即该规划的最优点为B。 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-2 

图中可行域为凸多边形 ，即在该凸边形上的任意点对应一个可行解，反之

一个可行解必有多边形上的一点与之对应。 

OABCO

第三步：联立通过点B的直线方程 

x x
x x
+ =

 + =
1 2

1 2

2 8

2 3 12
 

得B点坐标 ，即最优解  ( , )T3 2 * ( , )TX = 3 2

第四步：将 *X 代入目标函数得出最优值 

( )*max ( )f x f X= = 32  

极小规划问题的图解法和极大问题的图解法是很雷同的，无外乎将例 1稍作修改，

将原极大问题的目标函数线沿增加方向平行移动改为极小问题为：沿目标函数减少方向

平行移动。 

例 1.11 利用图解法求解线性规划 

    

1 2

1

2

1 2

1 2

max ( ) 2
4
3

.
2 8

0

f x x x
x
x

s t
x x
x x

= +

≤
 ≤
 + ≤
 ≥ ，

 

 

x1  

x2

A 

x x+ =1 26 7 10

C 

B 

x x+ =1 22 8

O 

x x+ =1 22 3 12

 

 



 

 

 

 

 

 

图 1-3 

解：得出满足五个不等式的可行域如图 1-3所示，它是凸多边形OABC 。 O

BC

x x+ 2

边上每一点的坐标都是最优解（因为平行直线族中，离原点最远的一条直线

与=1 2 8 BC边重合），因此，最优解有无穷多个，而它们对应的目标函数值都是 8

（即最优值等于 8）。 

例 1.12 求解线性规划 

解：因为满足约束

是无界的，因而可行解

当平行直线无限远

所以目标函数无上界，

x2

A 

O D 

B

C

x =2 3

x =1 4

x x+ =1 22 8

x1

x1

x1

O 

例 1.13 求解线性规

 

条件的点，即图 1-4种凸多边形 为线性规划的可行域，它

集也是无界集合。 

ABCD

离原点时，都可以与可行域 相交，但无最后相触的顶点，

因而该线性规划无最优解。 

ABCD

max ( )

.
( ,j )

f x x x

x x
s t x x

x j

= +

 − ≥

− + ≤
 ≥ =

1 2

1 2

1 2

1

2 0

0 1 2

  

x− =2 1

x2C

B  

A

Dx x+ =1 2 8

x x− + =1 22 0

图 1-4 

划 



1 2

1 2

1 2

1 2

min ( )
1

. 2
0

f x x x
x x

s t x x
x x

= +

− + ≥
 + ≤ −
 ≥ ，

 

解：由图 1-5可知，同时满足四个不等式的点不存在，所以该线性规划无可行解，

即无可行域。当然也就没有最优解了。 

从上面的几个只含两个变量的线性规划问题的例子可以看出，线性规划问题可以没

有最优解，可以有唯一最优解，还可以有无穷多个最优解。 

O 

x x+ = −1 2 2

x x− + =1 2 1

x2 

x1 
 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-5 
 

1.6 线性规划的单纯形法 

单纯形法是一种在凸集的顶点上搜索最优解的方法。但它不像枚举法要算出所有顶

点对应的基本解可行解，而且是由一个初始基本可行解对应的顶点出发，沿着凸集边缘

逐个计算与判定所遇到的顶点，直至找到最优解所对应的顶点为止。由此我们将单纯形

法，分为两个部分来介绍，一部分是有初始基可行解的单纯形法；另一部分是人造初始

基的单纯形法。以下我们先来看第一部分。 

1.6.1 有初始基的单纯形法 
我们首先有假定 的系数矩阵 中包含一个 阶单位矩阵，即有 个单位列向

量，那么这m个单位列向量所对应的基本可行解是一个基本可行解，我们不妨设 的前

列为单位向量，即 

( , )L P A m m

A

m
   0   0    0         
0   1   0   0         

0   0   0   1         

m n

m n

mm mn

a a
a a

A

a a

+

+

+

 
 
 =
 
 
 

1 1 1

2 1 2

1

1 " "
" "

"""""""""""
" "

 



也就是说， 的约束方程组为 ( , )L P

m m n n

m m n n

m mm m mn n m

x a x a x b
x a x a x b

x a x a x b

+ +

+ +

+ +

+ + + =
 + + + =


 + + +

1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

"
"

""""""""""""
" =

                           （1） 

很显然， 是 的一个基本可行解，其中，b ，我们

就从这个初始基本可行解开始单纯形法的迭代（搜索） 

( , , , , , , )T
mX b b b=1 1 2 0 0" " ( , )L P i ≥ 0

第一步：从（1）式解出 , , , mx x x1 2 "  

即

m m n n

m m n n

m m mm m mn n

x b a x a x
x b a x a x

x b a x a x

+ +

+ +

+ +

= − − −
 = − − −


 = − − −

"
"

""""""""""""
"

1 1 1 1 1 1

2 2 2 1 1 2

1 1

                          （2） 

一般地写为 ( , , ,
n

i i ij j
j m

)x b a x i
= +

= − =∑
1

1 2" m  

将（3）代入目标函数 ( ) m m m m n nf x c x c x c x c x c x+ += + + + + + +1 1 2 2 1 1" "

)
n

1

               （3） 

( ) ( ) (
n n

j j j j m m mj j
j m j m j m

c b a x c b a x c b a x
= + = + = +

= − + − + + −∑ ∑ ∑1 1 1 2 2 2
1 1

"  

( )
m n m

m m n n i i j i ij j
i j m i

c x c x c b c c a x+ +
= = + =

+ + + = + −∑ ∑ ∑1 1
1 1 1

"  

为了方便起见，令 ;  
m m

i i j j i ij
i i

Z c b c c aλ
= =

= = −∑ ∑0
1 1

 

;  
m

j i ij j j
i

jZ c a c Zλ
=

= =∑
1

−  

则 ( )
n

j j
j m

f x Z xλ
= +

= + ∑0
1

                                                    （4） 

由（4）看出，在当前情况下，  f 的值还不能改进，关键在于所有 jλ 的取值，为了方便

起见，我们称 jλ （非变量对应的目标系数）为检验数。 

第二步：判别已知的基本可行解是不是最优解 

由（4）知，线性规划的最优解判别条件为： 

若所有检验数 jλ 均非正，即 0 jλ ≤ 时，所对应的基本可行解为最优解。 

事实上，对于任意的可行解 ( , , , )T
nX x x x= 1 2 " ，由（4）有关系式 

n

j j
j m

f Z xλ
= +

= + ∑0
1

 



n

j j
j m

xλ
= +

≤∑
1

0因为， ,j jx λ≥ ≤0 0，故            ，从而 f Z≤ 0即是说，当 jλ ≤ 0时，无论怎样

变化 jx 的值， f 值也不会增加，故Z0是目标函数 ( )f x 的最大值（max f Z0= ）。 

显然，当全体检验数 jλ ≤ 0时，对应的基本可行解释线性规划的唯一最优解。 

第三步：判别 是否无最优解。 ( , )L P

线性规划无最优解的判别条件为： 

如果存在一个检验数 ,m Kλ + > 0  且 im Ka + ≤ 0 ( , , ,i )m=1 2" ，则线性规划 无最优

解。 

( , )L P

事实上，由（3）                          令 ,, ( ,m K jx S x j m+ = > = = + "0 0 1  

，则有 , )n j m k≠ +

x = −

( , , ,i i im K )x b a S i m+= − =1 2"  

因为， ，即对任意正数  , ,i imb S a +≥ > ≤0 0 K 0 S

( , , , )T
nX x x x= 1 2 " 都是可行解，相对应该解的目标函数值为： 

m Kf Z Sλ += + i0  

故当 无限增大时，S f 就无限变大，可见 f 无最大值，即线性规划 无最优解。 ( , )L P

例 1.14 

 

 

 

 

它的标准形式的线性规

而标准线性规划的增广

)( , , ,
n

i i ij j
j m

b a x i
= +

=∑ "
1

1 2 m

显然，在点（0，0

数 c Z λ− = = + >1 1 1 1 0，

从图 1-6上看也是如
划为： 

max ( )

.
( ,j )

f x x x

x x
s t x x

x j

= +

− + ≤

− + ≤
 ≥ =

1 2

1 2

1 2

3 2 6

2 4 1

0 1 2

6

矩阵 

max ( )

.
( , , , )j

f x x x

x x x
s t x x x

x j

= +

− + + =

− + + =
 ≥ =

1 2

1 2 3

1 2 4

3 2 6

2 4 1

0 1 2 3 4

6

   2   1   0    6
   4   0   1   16

A
− 

=  − 

3

2
 

）处，即基本可行解 的非基变量( , , , )TX = 0 0 6 16 x1对应的目标系

且            该规划无最优解。 a = < ，则

此。 
i

− 
 − 

1

3
0

2



 

 x1O 

x x− + =1 23 2 0 x x− + =1 22 4 1

x x+ =1 2 1

x2
6

图 1-6 

如果一个基本可行解既不是最优解，又不能肯定线性规划无最优解，则我们应该继

续搜索使目标函数上升的另一个基本可行解，由线性代数知，要寻找另一个基本可行解

的方法应该是从原基变量中引出一个变量，而让原非基变量的一个变量为基变量，那么，

应该引进哪一个非基变量，而又引出哪一个非基变量呢？以下我们进行第四步。 

第四步：确定λ、出基变量 

（1）由（4）式知 jλ > 0越大，函数值上升的可能性越大，所以我们选最大的 kλ ，

所对的非基变量 kx 为入基变量。 

即，取 max{ , , }k j j m nλ λ= > = +0 1" 对应的变量 kx 为入基变量。 

（2）出基变量的确定方法 

取 *min , , , ,i
iki

ik

b a i i
a

θ ∗

 
= > =

 
"0 1 2 i∈ 

*所对应的 i 行的基变量
i

x ∗ 为出基变量。事实

上，因为 又因为，
n

i i ij j i im m
j m

x b a x b a x+ +
= +

= − = − −∑ 1 1
1

iK K in na x a x− − ≥ 0" "− Kx 为λ基变量，

Kx∴ < < +∞0 ，其中非基变量仍取值为零。 

所以， 即i iK K ib a x x− = ≥ 0 i
K i

iK

bx
a

θ≤ ≤ =0 又因为 ， ，所以 。 ib ≥ 0 Kx ≥ 0 i Ka > 0

故 { }* min , , , min i
i ii

iK

bi m a
a

θ θ
 

= = =  
 

"1 2 0K > 。 

若有多于一个 *i
θ 时，则选最上行 *i

θ 对应的变量出基。 

第五步：约束方程组得初等变换（旋转运算） 

约束方程组得初等变换是利用线性代数的知识对增广矩阵施行初等变换。即对我们

的问题来说是对（1）式对应的增广矩阵施行变换： 



* * * *

                         
                                   
   
                                  

            
                             

i m m k n

m k n

ii m i k i n

mm m

x x x x x x b
a a a b

a a a b

a a

+

+

+

+

1 1

1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

" "
"

%
"

%
"       k mn ma b

 
 
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 
 
 
 
  

 

*
i kP PZZZZXYZZZZ
入基

出基
 

为了得到新的基本可行解，要将向量 变为单位向量，则由线性代数知要作两步工

作： 
kP

1. 将主元（出基与入基变量的交叉元： ）变为 1，即将原 行的元素变为： *i K
a *i

（
* *

* * *

, , , , , , , ,i m i n i

i K i K i K i K

a a
a a a a

+11
1" " " " *

*

b
0 ，利用公式：

*

*

*

' i j
i j

i K

a

a
=a  ( , , ,j n= +1 2 1" )

)

2. 将主元所在列上的其它元素变为零，即利用矩阵的初等变换，给 i 行乘一个适当

的数字加在其它 行上，且使

*

m −1 *( , , , ,iKa i m i i= ≠1 2" 变为零。采用公式： 

*

*

*

*

' '

'

ij ij iKi j

i j
i j

i K

a a a a

a
a

a

 = −



=


i

        

*

*

*

*

' '

'

i i i

i
i

i K

b b b b

b
b

a

 = −


=


i i

  

经过以上初等变换的新增广矩阵 

*

*

*

*

*

*

'

'
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1          0          1      
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i K
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+
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1
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*
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mK
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 
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并得改进后的基本可行解  *
' ' ' '( )T

mi
X b b b b=1 1 2 0 0" " "

由此看来，通过以上五步，我们可以得出线性规划的最优解或判别出它无最优解，

但要利用矩阵进行迭代，过程就显得的有些凌乱，因此，将以上过程归纳到表上来做。 

1.6.2 有初始基的单纯形表法 
利用单纯形表法求解线性规划 



的步骤为： 

1. 建立初始单纯

表 1-5的填写方法

左边第 1列 为基变BC

i
i iK

iK

b a
a

θ  
= 
 

0

i

> ；倒

倒数第二行
m

j iZ c
=
∑

1

=

cj 

cB xB 

c1 x1 

c2 x2 

⋯ ⋯ 

cm xm 

zj 

λj= cj- zj 

2. 检查单纯形表

其余变量（非基变量）

为 的最大值，否( , )L P

3. 选出 maKλ =

*i
θ ，认定 行的基变*i

4. 做出改进基本

a .在 Bx 列以入基

b .利用矩阵的初

上的其它元素变为零

过有限次的重复 2，3
max ( )

.

( , , , )

n n

m m n n

m m n n

m mm m mn n m

j

f x c x c x c x

x a x a x b
x a x a x b

s t
x a x a x b
x j n

+ +

+ +

+ +

= + + +

 + + + =
 + + + =

 + + +

≥ =

=



"

"
"

""""""""""""
"
"

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

0 1 2

形表 

是：表的最上面一行是目标函数 ( )f x 的系数 ，最

量所对应的目标系数；第二列

( , , ,jc j n=1 2" )

Bx 为基变量列；最后一列 

数第二列 为约束条件的常数列；中间为约束条件的系数矩阵 ；ib A

ija ； ( , , ,i i )
m

i
Z c b i m= =0 1 2"

=
∑

1

；最末行为检验数行 j jc z jλ = − 。 

初始单纯形表                          表 1-5 

c1 c2 ⋯ cm cm+1 ⋯ cn 

x1 x2 ⋯ xm xm+1 ⋯ xn 
bi θi 

1 0 ⋯ 0 a1m+1 ⋯ a1n b1 

0 1 ⋯ 0 a2m+1 ⋯ a2n b2 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

0 0 ⋯ 1 amm+1 ⋯ amn bm 

 

       z0  

         

的 行，若所有jc z− j jλ ≤ 0，则表中所列基变量取对应常数列的值，

取零值，所得的基本可行解 为最优解，( , , , , )T
mX b b b= 1 2 0 0" " Z0

则，若存在 jλ > 0，则转下一步。 

{ }x j jλ λ > 0 ；计算 i
i iK

iK

b a
a

θ
 

= > 
 

0 填入最后一列并选出其中最小者 

量 ix 为出基变量， Kx 为入基变量。 

可行解对应的单纯形表。 

变量 Kx 替换出基变量。 

等变换将 列及 行的交叉元（主元）a 变为 1，将主元所在列

。这样就得到一个改进了基本可行解对应的单纯形表，于是我们经

，4步，便可得到 的最优解或判定无解。 

K *i *i K

( , )L P



例 1.15 利用单纯形法求解下列线性规划问题： 

max ( )

.
,

f x x
x x

s t x x
x x

= +

+ ≤
 + ≤
 ≥

1 2

1 2

1 2

1 2

6 7

2 3 12

2 8

0

x

解：①首先将线性规划转化为标准形式的线性规划问题： 

②建立单纯形表求

                    

cj 

cB xB 

0 x3 

0 x4 

zj 

λj= cj- zj 

因为， ,λ λ= >1 26 0

所在列的下方画一个箭

又因为：θ = =1

12

3

变量，在 x3所在行的右

进基本可行解的单纯形

cj 

cB xB 

7 x2 

0 x4 

zj 

λj= cj- zj 
max ( )

.
, , ,

f x x x x
x x x

s t x x x
x x x x

= + + +

+ + =
 + + =
 ≥

1 2 3

1 2 3

1 2 4

1 2 3 4

6 7 0 0

2 3 12

2 8

0

x4

解 

            初始单纯形                           表 1-6 

6 7 0 0 
x1 x2 x3 x4 

bi θi 

2 3 1 0 12 4 

2 1 0 1 8 8 

0 0 0 0 0  

6 7 0 0   

←

↑

= >7 0， { } { }max , max ,λ λ = =1 2 6 7 7所以，x2为入基变量，故在 x2
头。 

, ,min ,θ θ = = = = 
 

2

8 12 8
4 8 4

1 8 1
1，故θ1对应行的基变量 x3为出基 

侧，画一个箭头，两箭头所指交叉元a =12 3为主元，以下再作改

表或称为第二单纯形表。 

第二单纯形表                         表 1-7 

6 7 0 0 
x1 x2 x3 x4 

bi θi 

2
3
 1 

1
3
 0 4 6 

4
3
 0 

1-  
3

 1 4 3 

14
3
 7 

7
3
 0 28  

4
3
 0 

7-
3
0 0   

←

↑ 



表 1-7的填法是： 

a. 以入基变量 x2替换出基变量 x3，且以 7换零。 

b. 将主元变为 1，即初始表的第一行元素各除以 3，得表 1-7的第一行。 

c. 将主元所在列上的元素 1变为零，即由第二表的第一行乘以-1加到初始表的第二

行对应的元素上，得第二表的第二行。 

d. 计算 ,j iλ θ ，确定入基、出基变量的方法与第一表一样。仿照第二表的方法的第

三单纯形表 1-8 

第三单纯形表                         表 1-8 

cj 6 7 0 0 
cB xB x1 x2 x3 x4 

bi θi 

7 x2 0 1 
1
2
 

1-
2
 2  

6 x1 1 0 
1-
4
 

3
4
 3  

zj 6 7 2 1 32  

λj= cj- zj 0 0 -2 -1   

因为，所有 j jc z jλ = − <0  ( , )j = 3 4

所以，第三表所对应的基本可行解 是线性规划： * ( , , , )TX = 3 2 0 0

的最优解。 

最大值：max z =

故 是* ( , )TX = 3 2

的最优解，并且

有以上单纯

为一张表，这样

1的三张表可归纳

其中，段 1，
。 *( )z X = 32

线性规划 

max

.
( , , , )j

z x x x x

x x x
s t x x x

x j

= + + +

 + + =


+ + =
 ≥ =

1 2 3

1 2 3

1 2 4

6 7 0 0

2 3 12

2 8

0 1 2 3 4

4

形

我

max ( )

.
,

f x x
x x

s t x x
x x

= +

+ ≤
 + ≤
 ≥

1 2

1 2

1 2

1 2

6 7

2 3 12

2 8

0

x

。 *max ( )f x = 32

表可以看出，三张表有一些地方是重复的，故此我们可以将三张表归

们就可减去一些重复的书写，另外一张表，也易施行变换。例如，例

为表 1-9一张表。 

2，3代表第一、二、三表。 



表 1-9 
cj 6 7 0 0 

段 
cB xB x1 x2 x3 x4 

bi θi 

0 x3 2 3 1 0 12 4 

0 x4 2 1 0 1 8 8 

zj 0 0 0 0 0  
1 

λj= cj- zj 6 7 0 0   

7 x2 
2
3
 1 

1
3
 0 4 6 

0 x4 
4
3
 0 

1-  
3

 1 4 3 

zj 
14
3
 7 

7
3
 0 28  

2 

λj= cj- zj 
4
3
 0 

7-
3
0 0   

7 x2 0 1 
1
2
 

1-
2
 2  

6 x1 1 0 
1-
4
 

3
4
 3  

zj 6 7 2 1 32  

3 

λj= cj- zj 0 0 -2 -1   

←

↑

←

↑ 

例 1.16 利用单纯形法求解线性规划 

min ( )

.

  (     j

f x x x
x x x

x x x
s t

x x x
x j

= −

− + + =
 − + =
 + + =
 ≥ =

2 1

1 2 3

1 2 4

1 2 5

2 2

2 2

5

0 1，2，3，4，5)

解：标准化： 

min ( )

.

  (     j

f x x x
x x x

x x x
s t

x x x
x j

= −

− + + =
 − + =
 + + =
 ≥ =

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 5

2 2

2 2

5

0 1，2，3，4，5)

 
 

 



表 1-10 

cj 1 -1 0 0 0 
段 

cB xB x1 x2 x3 x4 x5 
bi θi 

0 x3 -2 1 1 0 0 2 - 

0 x4 1 -2 0 1 0 2 2 

0 x5 1 1 0 0 1 5 5 

zj 0 0 0 0 0 0  

1 

λj= cj- zj 1 -1 0 0 0   

0 x3 0 -3 1 2 0 6 - 

1 x1 1 -2 0 1 0 2 - 

0 x5 0 3 0 -1 1 3 1 

zj 1 -2 0 1 0 2  

2 

λj= cj- zj 0 1 0 -1 0   

0 x3 0 0 1 1 1 9  

1 x1 1 0 0 
1
3
 

2
3
 4  

-1 x2 0 1 0 
1
3

−  
1
3
 1  

zj 1 -1 0 
2
3
 

1
3
 3  

3 

λj= cj- zj 0 0 0 
2
3

−  
1
3

−    

←

↑ 

←

↑

因为，所有检验数 cj- zj =λj≤0，所以，由最优解的判别方法知，第三段对应的单

纯形表的基本可行解为最优解，即，最优解 X*＝（4，1，9，0，0）T；最优值 f(X*)=-3。 

以下举一个最优解不存在的例子。 

例 1.17 求解线性规划 

线性规划（Ⅰ）
max ( )

.

( , , , )j

f x x x
x x x x

x x x x
s t

x x x x
x j

= − + −

− + + =
 − + + =
− + − + =
 ≥ = "

1 2

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 6

2

3 4

2

2 4

0 1 2 6

x3

的求解过程及结果如单纯形表 1-11所示。 



表 1-11 

 0   
jc -      2     -                1 1 0 0

Bc Bx                      x x x x x x1 2 3 4 5 6
 b θ  

0

0

0

 

x
x
x

4

5

6

 

3     -1           1           
    -1                1      

-2    1      -                1

1 0

1 1 0

1 0 0

0

0 2
4

4
  

←4

 

1 

j

 
0          j

j j

z

c zλ = −
                          
-1      2     -1              
0 0 0 0 0 0

0 0 0

0

0

2

 

x
x
x

4

5

2

 
1                1          1
-1                          1
-2     1     -1           0     1

↑

0 0 0

0 0 0 1

0

8

6

4

  

←6

 

        j

j j

z

c zλ = −
-4     2     2      0          -2
     0     -3     0           

0

3 0

1

0

2

 

x
x
x

1

5

2

  

      0      0     1      0      0
0      0      0      1      1     2
0      1     -1      2      0     3

↑

1 1

14

20
 

        jz

c zλ = −
-1     2     -      3      0     5

   0    -5
2

段 

 

 

2 

j

 
2

8  

 

3 

 
32  

j j j 0      0       1    -3  

,3λ = >1 0 且 ，故所求线性规划无最优解。 

1.7人造初始基的单纯形法 

1.7.1两阶段法 

一个基可行解开始迭代，这个初始基可行解，有时可

直接观察得到，例如在约束条件为 

ia ≤3 0因为，

对 ( , )L P 用单纯形法求解，要从

AX b≤
X ≥ 0

的情形，可选松弛变量为基变量得出一个初始基可行解。但是，在一般的情况下，

 

初始

基可行解并不总是很明显的，因此，有必要给出寻求初始基可行解的一般方法。 



另外在某些约束下，问题并不存在可行解，例如： 

max ( )

, ,

f x x x
x x x

s t x x x
x x x

x= − + −

− + + =
 + + =
 ≥

1 2

1 2 3

1 2 3

1 2

2 3

2 3 2

2 3 4 1

0

ii

3

 

它的全部基本解为：

 

它的全部基本解为：

3

( , , )TX = −1 5 3
0 ( , , )TX = −2 4 3

0 ( , , )TX = −3 0 1 1
8 4 5 7

他们都不是可行解，即是说，问题无基本可行解。当变量个数与方程个数都很多时，

我们不能把问题

； ；  

的所有基本可行解都求出来。这时，我们有没有一个判断其基可行解不

存在

我们不妨设 

 

其

的方法？ 

  
  

D It
A

H O
 

=  
 

中 t阶单位矩

D ( )t n t× −

It t m≤ ≤0为一个 阵， ； 

为 阶矩阵； 

为 )阶矩阵。 

这时方程组

H ( ) (m t n t− × −

AX b= 可写成： 

 

其中， n

   
   

   
N D

H

X bD It
H O bX

    
=    

     H

( , , , ) , ( , , )T T
N n H n tX x x x X x x− − += =1 2 1 1" "  

m   

即               
D
 

考虑如下的一个线性规划问题：

(L,P)1     
D

H

( , , , ) , ( , , )T T
D t H tb b b b b b b+= =1 2 1" "

N NDX X b
HX b

+ =
=N H

 

min

, ,

a

N H

N a

N H a

z JX
DX X b

s t HX X b
X X X

=

+ =
 + =
 ≥

i
0

 

 

其中， )为( , , ) , ( , ,TX x x J+= =1 1 1" " ( )m t−a n n m+ −1

( , )L P 1称为 (L P, ) , ,n nx x+ + −1 1" 称为人工变量，把 ，用方( , )L P

为行向量 

的第一阶段问题，变量 m



程写出来就是： 

min

( , , , )

n t n m t

n t n t n t

t tn t n t n t

m mn t n t n m m

z x x
a x a x x b

a x a x x b
a x a x x b
x j n m

− + + −

− − − +

− −

− − +

= + +
 + + + =

 + + + =
 + + + =


≥ = + −

1

11 1 1 1 1

1 1

1 1

0 1 2 1

"
"

"""""""""""""
"
"

"j

 

我们可以看到 有一个明显的初始基可行解 ( , )L P

( , , , , , )T
mX b b=0

10 0" "  

所以可

得解又有什么关系？ 

定 的基本最优解为 ，若

以用单纯形法求解。 

)L P( , )L P 1是否有最优解？若有，它与 ( ,

理： 1必有 q 最优解。设 ( ,L P * * *( , , )T
N H aX X X=( , )L P )1

*X
*
aX ≠ T是

以通过求解 而得到，这种寻求

的初 法称 q法。 

时，

(L0，则 ( , )L P 无可行解；若 *
aX = 0，则 * * *( , )N HZ X X= , )P 的基可行解。 

定理说明，关于 ( , )L P 的初始基可行解可 ( , )L P 1 ( , )L P

始基可行解的方 为两阶段

[注 1]当得到 ( , )L P 1的最优解
* * *( ,N aX X X X= 如果 *

aX* , )T
H = 0，但 aX 得变量不

全部为非基变量，为了得到 ( , )L P 的基可行解 *X 在 ( , )L P 中的对应基阵，必须继续进行

单纯 到人工形法迭代，每一次迭代换出一个人工变量，直 变量全部成为非基变量为止。 

[注 2]当第一阶段最终计算表中满足[注 1]及 *
aX = 0时，将目标函数的系数换为原

问题的目标系数，并去掉人工变量列，再进行第二阶段的单纯形法求解。 

例 1.19利用两阶段法可求解线性规划 

min

( , , , )j

f x x x x
x x x x
x x x
x x x

x j

= − − − +

+ + + =
 + + =
 + + =
 ≥ =

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

2 3

2 1

2 3 15

2 5 20

0 1 2 3 4

4

0

 

 

这里

解：第一阶段

( , , )T
NX x x x= 1 2 ( ), ( ), ( , ) , ( , , )T

HX x b D D= = = =10 15 20 1 2 13 H D4

,
     
     

H t
 

= = 
 

1 2 3
1

2 1 5
,x x5 6作第一个阶段问题 

, , 

，所以引进人工变量



min

( , ) :

( , , )j

z x x
x x x x
x x x x

L P
x x x x

x j

= +

+ + + =
 + + + =
 + + + =
 ≥ = "

1

5 6

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 6

2 1

2 3 1

2 5

0 1 6

            
0

5

20

 

选取 , ,x x x4 5 6为基变量，用单纯形表求解，如表 1-13 

表 1-13 

jc  0       0        0        0       1      1   

Bc  Bx                                x x x x x
41 2 3 5 x6 b  θ  

0
1
1
 

x
x
x

4

5

6

 

1       2        1        1       0      0
1       2        3        0       1      0

2       1       5        0       0       1

 

10
15
20

 

10
5
4←

 

        j

j j

z

c zλ = − j

 

3       3        8        0       1      1
-3     -3       -8       0       0      0

 
35 

 

0

1

0

 

x

x

x

4

5

3

 

3 9 1           0         1       0      
5 5
7 3-          0        0        1     -
5 5
1 1            1        0        0      
5 5

↑

5

1

5

2

5

 

6

3

4

 

 

        j

j j

z

c zλ = − j

 
1 7 3-           0        0       0      -
5 5 5
1 7     -       0       0       0        
5 5

3
5

 

3  

0

0

0

 

x

x

x

4

2

3

 

9 4       0       0       1      -      
7 7
5 3-       1      0        0           -
7 7
1 2       0       1        0      -      
7 7

6

7

1

7

3

7

15

7

15

7

25

7

 

 

        j

j j

z

c zλ = − j

 

0       0        0        0       -1      -1
0       0        0        0        1       1

0  



至此得到 ( , 的最优解)L P 1
*X ( , , , , , )T=

15 25 15
0 0

7 7 7
0 min f = −15，且 ，基变

量中无人工变量，第一阶段结束。得到原问题的初始基可行解

,x x =5 6 0

( , )T0 , ,15 25 15

7 7 7
X =0 将第

一阶段最终计算表中的人工变量列取消，并将目标函数系数换成原问题的目标函数系

数，继续进行迭代，得出第二阶段的单纯形表，如表 1-14。 

表 1-14  

jc  -1      -2       -3      1   

Bc  Bx                   x x x1 2 3 x4 b   

−

−

−

1

2

3

 

x

x

x

1

2

3

 

71        0        0      
6
10        1        0      
6
10        0        1     -
2

15
6
5

2

5

2

 

 

        j

j j

z

c zλ = − j

 

-1      -2       -3     -1
0        0        0       1

-15  

所以，得原问题的最优解， ，min f = −15。 * ( , , , )TX =
15 5 5

0
6 2 2

1.7.2 大M 法 

大M 法是解无初始可行基的另一种单纯形表法。 

（1）引入人工变量 ( , , ,n i )x i+ =1 2" m

m

，使原规划 的约束方程变为：  ( , )L P

( , , , , , )

m n n

n n n

m m mn n n m

j

a x a x a x x b
a x a x a x x b

a x a x a x x b
x j n n m

+

+

+

 + + + + =
 + + + + =

 + + + + =

≥ = +

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

0 1 2

"
"

""""""""""""""
"
" "

 

显然，令 ，得初始基本可行解 nx x x= = = =1 2 0"
(*) ( , , , , , , , )T

mX b b b= 1 20 0 0" "  

（2）引入一个充分大的正数M  

在（1）中我们为约束方程加入了人工变量后，目标函数应如何改变呢？因为我们

的目的是设法寻找 ( , 的最优解，所以，我们希望所加的人工变量最后取值为零，换

句话说，就是使所有的人工变量出基，这样就要在目标函数中人工变量前减一个充分大

)L P



的正数M 。 

( ,x x1 2

ML

即，原线性规划 应转变为线性规划 ( , )L P

ML

max ( )

( , , , , , , )

n n n n m

n n n

n n n

m m mn n n m m

j

f x c x c x c x Mx Mx

a x a x a x x b
a x a x a x x b

s t
a x a x a x x b
x j n n n m

+ +

+

+

+

= + + + − − −

 + + + + =
 + + + + =

 + + + + =

≥ = + +

1 1 2 2 1

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

0 1 2 1

" "

"
"

i """""""""""""
"
" "

 

 

[注] .若经过若干次迭代后，基变量中不再包含人工变量，则原问题 继续按单

纯形方法求解。 

a L

b .人工变量 ( , , ,n i )x i+ =1 2" m 一旦出基，就不再会进基。 

c .若 ML 的最优解为 时，则 的最优解为 * ( , , , , , )
T

nX x x x= 1 2 0 0" " ( , )L P
* , , )

T

nX x= "  

d . 的解法完全和单纯形方法一样，仅需将M 看作为与它比较所有数中最大者。 

例 1.20 求解线性规划： 

max ( )

( , , , )j

f x x x
x x
x x x

s t
x x x

x j

= +

+ =
 + + =
 + + =
 ≥ =

1 2

1 2

1 2 3

1 2 4

7 12

9 4 360

4 5 200

3 10 300

0 1 2 3 4

i

 

解：（1）为了得到一个三阶的单位矩阵，增加一个人工变量 x5，得出下面新线性规

划： 

max ( )

( , , )

  

j

f x x x M
x x x
x x x
x x x

x j

x= + −

+ + =
 + + =
 + + =
 ≥ =

1 2

1 2 5

1 2 3

1 2 4

7 12

9 4 360

4 5 200

3 10 300

0 1 2 5"

5

 

 



（2）利用单纯形表法求解 ML ，求解过程如表 1-14所示。 

jc  7       12                     -M0 0   段 

Bc  Bx                          x x x x1 2 3 4 x5  b  θ  

-
 
 

M
0

0

 

x
x
x

5

3

4

 

9       4        0        0       1
4       5        1        0       0
3      10       0        1       0

 200
300

360

 

←40

50

100

 

 

1 

        j

j j

z

c zλ = − j

 
7+9 12+4

-9  -4      0        0      -
  0        0       M M

M M M
0

  

0

7

0 

x

x

x

1

3

4

 29
      
9

7
- -
9

4 1

9 9

4
-
9

78
      
9

            0        0        

 0      1        0     

 0      0       1    M

↑

1
40

40

180

 
←

90

360

29

810

29

 

 

2 

      j

j j j

z

c zλ = −
 

 

   

7
 - -

9

7
9

80
9

                   0     

          0       0     M

28

9
7 0

0

280  

7

12

0

 

x

x

x

1

2

4

 
     

4 5
-
29 29
9 4

-
29 29
78 25
-   
29 29

1      0           0        

 0   1           0     

 0       0         1     

↑ 1000

29

360

29

2100

29

 

  

 

3 

      j

j j j

z

c zλ = −
 

-

80 13
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因为，全部 j j ic z λ− = ≤ 0，故第 3段所对应的基本可行解 

* ( , , , , TZ =
1000 360 2100

0 0
29 29 29

) 是 ML 的最优解，则 的最优解为 ( , )L P

* ( , , , TX =
1000 360 2100

0
29 29 29

) ，最优值max ( )f x =
11320

29
。 
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