
第 2章 对偶线性规划 

一般来说，对于一个线性规划问题，一定存在与此互为对偶关系的另一个线性规划

问题。 

2.1 对偶问题的引出及定义 

2.1.1   引例 
例 2.1   乐山厂计划出产甲、乙两种产品，该厂使用 d1、d2和 d3三种生产因素的

数量限制、每产品所需各种因素及出厂后可获利润如下表 2-1所示，求该厂所能得到的

最大利润。 

表 2-1 
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问题：最低应付出多少代价，放能使乐山厂放弃生产 和 x1x 2

生产因素。 

生产 C和 出让 d2x 1，d2 和 d3生产因素、也就等于说要乐山

的最大利益，因此，我们最少应付出相等或大于这个最大收

得 d1，d2 和 d3生产因素。 

和 d3的单位机会成本分别为W1，W2和W3。那么，这三种因

   90 1  80 2  45 3W W= + +

或 x 所需用的生产因素 d2 1，d2 和 d3的机会价格不能低于 或

乐山厂宁愿自己生产而不会出让生产因素，因此我们得到反
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归纳起来，得到反面问题的线形规划： 
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我们称规划（2）是规划（1）的对偶规划。 

2.1.2   定义 
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为互为对偶规划。 

2.2   对偶问题的性质 

2.2.1   对偶关系表 

利用以上两规划的形式我们可以得出一个对偶关系表，如表 2-2所示。 

表 2-2 

 x1 x2 ⋯ xm ⋯ xn  

 c1 c2 ⋯ cm ⋯ cn 
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(1)从行看是原问题（Ⅰ），从列看是对偶问题（Ⅱ），两个问题的变量系数矩阵互

为转置矩阵。 

（2）原问题（Ⅰ）的常数项是对偶问题（Ⅱ）的目标系数，反之，原问题（Ⅰ）

的目标系数是对偶问题（Ⅱ）的常数项。  

（3）原问题（Ⅰ）有 n个决策变量，对偶问题（Ⅱ）有 n个约束方程：原问题有 m

个约束方程，对偶问题就有 m个决策变量。 

（4）原问题的约束是“≤”型，对偶问题的约束是“≥”型。 

（5）原问题的目标函数是求极大，对偶问题的目标是求极小。 

例 2.2   在例 2.1中引出的两规则： 
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的对偶关系表如表 2-3。                                             

从以上对偶表的关系知，只要我们得到定

义中的原线性规划就可得到对偶规划，这样不

要再像例 1那样通过分析建模，但对于一个普

通线性规划的对偶规划的寻找方法还需要进

一步探讨。 

2.1.2   对偶问题的性质 

对偶问题的性质比较多，在这里我们仅介

绍几个较常用的性质，至于别的性质，请同学参阅其他的有关

表 2-3
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得对偶关系表如表 2-4 

表 2-4 

 x1 x2 ⋯ xm ⋯ xn  
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同样可证定理的反面（情形 2）。 

有了定义和定理 1后，任一个线性规划得对偶规划都可以写出，其写法为： 

（ⅰ）将目标函数转化为求最大 

（ⅱ）将约束条件转化为“≤”型或“=”型 

（ⅲ）写出对偶关系表 

（ⅳ）据对偶表的规定写出对偶规划。 

例 2.3   写出线性规划 
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的对偶规划 

解：①将规划的“≥”型约束变为“≤”型约束，得到 
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②写出对偶关系表如表 2-5。 

表 2-5 

 x1 x2 x3 x4  

 2 1 1 1 

W1 1 1 1 1 

W2 2 -1 3 0 
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③据表 2-5得对偶规划 
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定理 2   若 （Ⅰ）与（Ⅱ）的可行解，则  分别为互为对偶规划WX , zG maxmin ≥

证：因为G 所以，

。 
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定理 3   若 （Ⅰ）与（Ⅱ）的可行解，并且CX ，

则

分别为互为对偶规划∗∗ WX , ∗∗ = WbT

∗∗ WX 与 分别为（Ⅰ）与（Ⅱ）的最优解。 

因为，由定理 2知，对（Ⅰ）与（Ⅱ）的任一可行解 ,X W 都有 ，

所以，特别的对可行解

)( WbCXZG T≤≥
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的最优解的定义知，W 是（Ⅱ）的最优解。同理可证，
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∗
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∗X 是规划（Ⅰ）的最优解。 

定理 4   对偶问题的对偶是问题 
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根据标准形式的对偶关系，上式的对偶问题是 

0;;)min( ≥−≥−−=′− XbAXCXC  

又因为  WG ′−=′− max)min(

所以， 0;;max ≥−≥−−=′− XbAXCXW  

即 即是原问题。 0;;)(max ≥≤= XbAXCXXf

定理 5   设 ∗X 为线性规划（L,p）的基本最优解，对应基阵为 B，并且其检验数全

部非正，则W 是对偶规划（D,p）的最优解。 1−∗ = BCB

证明：由线性代数的知识知（L,P）对应于 ∗X 的典型式为 
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即W 是（D,P）的可行解。 ∗

又因为，W 由定理 3知W 是对偶规划的最优解。 ∗∗−∗ === CXXCbBCb BBB
1 ∗

2.3   对偶单纯形法 

2.3.1   问题引出 

例 2.4   求解线性规划 
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解：先把问题标准化： 
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若取 为基变量，所得基本解 不是可行解，故它不能

作单纯形法的初始解，为了得到初始可行解，按前章办法引入人工变量 ,然后

采用两阶段或大 M法求解，这样一来，增加了变量的数目。 

543 ,, xxx TX )1,4,3,0,0,0(0 −−−=

876 ,, xxx

显然麻烦，眼看一个负的单位阵，但不能作基阵使用，实在遗憾。在这种情况下，

能否找到比两阶段法更为简便的方法呢？ 

也许有的同学们会想到先求其对偶问题。 
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此对偶问题可用单纯性法求解。 

但是我们还嫌太麻烦，我们还是希望利用原问题进行迭代求解，这当然不是单纯形

迭代而必须是一种新的迭代方法，这就是对偶单纯形法。 

2.2.2   方法的基本思想 

在本例中， 虽然不是原问题的可行解，但却是基本解，且对TX )1,4,3,0,0,0(0 −−−=



应的检验数（-1，-3，0，0，0）全部非正，容易验证对应的C 是对偶问题的可行

解（此时称

1−BB

0X 具有对偶可行性），一般地，如果 0X 是（L,p）的基本解且对应检验数全

部非正，则对应的C 必为对偶问题（D,p）的可行解。如果在迭代过程中，保持基

本解的对偶可行性，而使其对原问题的非可行性逐步消失，一旦基本解达到可行，则此

解必是原问题的最优解。这就是对偶单纯形法的基本思想，为表达方便起见，先引进下

面概念。 
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, 0

定义：对于（L,p），其检验数全部非正的基本解称为（L,p）的正则解，对应的基

称为正则基。 

从而可知，如果 既是（L,p）的正则解，又是它的可行解，则 0X 也是（L,p）的

最优解。所谓对偶单纯形法就是以这一事实为依据。即从（L,p）的正则解开始迭代，

在迭代过程中保持正则性，而使其不可行逐步消失，最后达到可行解，从而得到最优解。 

2.3.3   对偶单纯形方法步骤 

第一步：建立线性规划的单纯形表 

第二步：判别，若单纯形表中的 ),2,1(0 ≤=≥ ji mib λ且 ，则 X 是最优解。若某

负常数项，对应行中的变量系数无负数，则该规划无最优解，否则进行第三步。 

第三步：确定出基变量，选常数列中最小负数对应的行中的基变量出基，即

{min i ib b 所对应行的基变量出基。 

第四步：确定入基变量 0, 0j
s j i j

i j

a
a
λ

θ λ∗

  = <
  

对应的变量入基。 <

第五步：确定主元，将主元变 1，主元所在列上的其他元素变为零。 

2.3.4   方法应用举例 

例 2.5   利用对偶单纯形法求解线性规划 
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解：求解过程如表 2-6所示。 

由对偶单纯形表 2-6可知 
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表 2-6 

cj -1 -3 0 0 0  
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2.4   灵敏度分析 

灵敏度分析所研究的问题是，当某一规划的最优解已知的情况下，某数据发生变化

后对最优解产生的影响。原数据发生变化的主要原因可能有原始数据不可靠或准确度不

高，实际问题的条件模糊不清或被忽略，优解执行一段时间后环境条件发生变化等。例

如，市场条件一变，显然价值系数 就随之改变，资源限量根据供应和发展也很可能改

变，因此影响b 的取值；约束条件系数 也会随生产条件及技术的改进而发生变化。因

此我们有必要研究当某些系数变化，或增减变量及约束条件时，问题的最优解改变多少，

或者最优解不改变时，这些数据的允许变化范围又有多大。当然。以上数据条件改变后，

jc
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也可建立一个新规划，从头求解，但这样做显得太费时，对一些问题也是无必要的。其

次也不利于计算机的使用。 

2.4.1   目标函数系数的灵敏度分析 

设线性规划    CxZ =max
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由上式显见，当目标系数 有改变量 时，对解 无直接影响，但对目标函数jc jc∆ jx Z

值及检验数 jλ 有影响，如果 jλ 变化比较大，将使得原判断优解的结论改变，导致继续

迭代，使优解变动。现在我们仅考虑在最优解不变的情况下， 允许有最大变化范围。 jc

因为 变到 cjc ),,1,,,2,1( nmmjc jj +=∆+ 时目标函数变为： 

j

m

i

n

mj

m

i
ijijj

m

i
iiii

j

n

mj

m

i
ijiijj

m

i
iii

xaccbcbc

xaccccbcczz

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑∑

= += ==

+= ==

∆−∆++∆+=

∆+−∆++∆+=∆+

1 1 11

1 11

)]([

])([)(

λ
 

与原式比较， 得到改变量0Z ∑
=

∆
m

i
ii bc

1
；而检验数据得到改变量 )(

1
∑
=

∆−∆
m

i
ijij acc 。 

另外可知，c 的改变在最后单纯形表中仅影响检验数行，约束条件系数的各行不受

影响。假若 改变后，检验数改变，但仍满足最优判别条件，这时仅需对优值进行调解。 

j

jc

例 2.7   某厂生

产甲、乙两种产品，这

两种产品都需要在 A、B、

C 三种不同的设备上加

工，每种产品在不同设

备上加工所需要的时

表 2-7

 
A B C 利润（元/件）

甲 3 5 9 70 
乙 9 5 3 30 

有效工时 540 450 720  

品产 数
时

工
加

备
设



间，这些产品销售后所能获得的利润值，以及这三种加工设备因各种条件限制所能使用

的有效加工总时数如 2-7所示，试进行灵敏度分析。 

解：设 分别为甲、乙两种产品的生产数量，得线性规划数模： 21 , xx
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利用单纯形法，求得最优解对应的单纯形表如表 2-8所示。 

表 2-8 

cj 70 30 0 0 0  

cB xB x1 x2 x3 x4 x5 b  

0 x3 0 0 1 
12
5

−  1 180 

30 x2 0 1 0 
3

10
 1

6
−  15 

70 x1 1 0 0 
1

10
−  1

6
 75 

λj 0 0 0 -2 
20
3

−  5700 

设甲产品的利润 有改变量701 =c 1c∆ ，将 170 c∆+ 代入上表 2-8，得出表 2-9。 

表 2-9 

cj 170+ c∆  30 0 0 0  

cB xB x1 x2 x3 x4 x5 b  

0 x3 0 0 1 
12
5

−  1 180 

30 x2 0 1 0 
3

10
 1

6
−  15 

170+ c∆  x1 1 0 0 
1

10
−  1

6
 75 

λj 0 0 0 1
12

10
c− + ∆  1

20 1
3 6

c− − ∆  15700 70 c+ ∆

由表 2-9看出，当 c 改变时，如果仍要保持表 2-8中得出的最优解，则据最优判别

条件知，检验数应满足： 

1



4 1

1

5 1

1

12 0
10

20
20 1 0;
3 6
40

c
c

c
c

λ

λ

= − + ∆ ≤
∆ ≤

;

= − − ∆ ≤
∆ ≥ −

 

由此可知 的变化范围为： 1c

9030 1 ≤≤ c  

目标函数值： 

10 755700 cZ ∆+=  

同理可得，当 有改变量 时，对应的单纯形表如表 2-10所示。 2c 2c∆

表 2-10 

cj 70 230 c+ ∆  0 0 0  

cB xB x1 x2 x3 x4 x5 b  

0 x3 0 0 1 
12
5

−  1 180 

230 c+ ∆  x2 0 1 0 
3

10
 1

6
−  15 

70 x1 1 0 0 
1

10
−  1

6
 75 

λj 0 0 0 2
12

10
c− − ∆ 1

20 1
3 6

c− + ∆  25700 30 c+ ∆

由表知，要使 有改变量 后优解仍不变，则需有： 2c 2c∆

40;0
6
1

3
20

3
20;0

10
32

225

224

≤∆≤∆+−=

−≥∆≤∆−−=

cc

cc

λ

λ
 

所以，当 70
3

70
2 ≤≤ c 时，原来的优解仍不改变 

这种类型的灵敏度分析，在实际中可以供生产单位分析，当价格变动时，是否影响

产品生产的最优安排，从而决定照原生产计划生产，还是进行调整。 

2.4.2   约束条件的常数项的灵敏度分析 

在现实问题中，约束条件的右端常数项，往往代表资源的限制量。一般来说，资源

的限制量不是一成不变的，而是随生产条件、市场供应情况进行变动。所以人们常常想

知道，对于一个确定的优方案，当资源增加或减少多少时，对方案的影响将有多大。这

种类型的灵敏度分析就是处理该类问题的方法。 

现假定问题的第 种资源限制l ll bb ∆有改变量 。由于常数项的改变，对最优判别准则



的检验数 无关。即是说，最优基对应的单纯变量表中的最后行不发

生变化。而表中的基变量

01 ≤−= − ABCC Bλ

bB 1−=xB

ll bb ∆+

是否可行还需讨论。 
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为了保证 可行，即要求 ， 0≥∗
Bx
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因此，对 应满足的条件为： ), m

当 min i
il i il

bβ
β

 −≤ 
 

； 

当 max i
il i il

bβ
β

 −≥  
 

。 

故,右端常数项在最优基不变的条件下，能够改变的范围为： 
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例 2.8   对例 2.7的线性规划问题，讨论右端常数项的灵敏度分析。 



解：从最优单纯形表 2-8得出： 
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所以，当 22 bb ∆有改变量 时，要求 
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故得， 。 7550 2 ≤∆≤− b

当 有改变量 时，据公式要求 3b 3b∆
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1
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6
1
75,
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180max 3b  

即 。对应单纯形表如表 2-11所示。 90180 3 ≤∆≤− b

表 2-11 

cj 70 30 0 0 0  

cB xB x1 x2 x3 x4 x5 b  

0 x3 0 0 1 
12
5

−  1 3180 b+ ∆  

30 x2 0 1 0 
3

10
 1

6
−  3

115
6

b− ∆  

70 x1 1 0 0 
1

10
−  1

6
 3

175
6

b+ ∆  

λj 0 0 0 -2 20
3

−  3
205700
3

b− − ∆

由表 2-11知，当 时，最优解为： 903 =∆b

6300,)0,0,270,0,90( 0 ==∗ Zx T 最优值 元。 



2.4.3   系数矩阵的灵敏度分析 

约束系数矩阵的变化不仅影响检验数和最优解值，而且也会改变最优解基逆阵的基

向量。因为，变化的系数如果是主元，则整个单纯形表的元素都受到该元素的变化的影

响。 

一般的，发生变化的系数大多是非基变量的系数。它的改变不会影响到现行最优解

的可行性，如果要有影响的话，那将是对现行解是否还是保持最优的问题。以下两种情

形进行讨论。 

1．非基列向量的变化 

假定非基列向量 变到 ，则经迭代后，最优解表中仍为非基列，可用逆矩阵表

示为：

jp jp′

jj pBP ′=
′ −1  ，此列对应的检验数为： 

jBj pBCC ′−= −1λ 。 

其中单纯形算子不收非基列系数变化的影响。如果次检验数 0≤λ ，则原最优解表

仍为最优，否则要继续迭代运算，把此非基变量 引进解基，变换第jx j 列。 

2.某一元素的变化 

当非基列 中某元素 变化到jp lja lja′ ，即有改变量： ljljlj aaa −′=∆ 而其他元素不变。

当 迭代后仍为非基列，jp 1B− 中的 列为j jβ ，则改变量 ija∆ 用以下方法来确定。 

因为要求 0j j B j ljc bλ λ β′ = − ∆ ≤ ， 

0j j B j ljc bλ λ β′ = − ∆ ≤ , 

所以，若 0B jb β > ，
j

lj
B j

b
C B
λ

∆ ≥ ； 

若 0B jc β < 时，
jB

j
lj C

b
β

λ
≤∆ 。 

例 2.8   讨论线性规划 
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的系数列向量 变到 的情况以及2
1
2p  =   

2
5
 
   13 1a = 的变化范围。 



解：首先利用单纯形法得出初始单纯形表及最优单纯形表如表 2-12。 

表 2-11 

cj 2 -1 -1 0 0  
cB xB x1 x2 x3 x4 x5 b  

0 x4 1 1 1 1 0 6 
0 x5 -1 2 0 0 1 4 

λj 2 -1 -1 0 0  

2 x1 1 1 1 1 0 6 
0 x5 0 3 1 1 1 10 

λj 0 -3 -1 -2 0  

由于 。所以，由表 2-12及前公式知。 
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因此，当前解仍为最优解，变化的地方仅需将最优单纯形表中的第二列换为 。

以下求元素 的变化范围： 

( )T5,2

13a

因为， ，系数 不是基变量的系数，

而且 的检验数

2
1
1

)02(),0,2(,
11
01

1
1 =








==








=− βBB ccB

13

13a

3x −=λ 。所以
2
1

2
3

13
−

=≥∆
λ

a 13a，即 的变化无上界。 

当变化系数是属于基变量的系数列时，建议按具体的最优化单纯形表进行分析，这

里不给出变动范围。 

2.4.4   决策变量的灵敏度分析 

在讨论一个规划问题时，从资源的充分利用角度考虑，有时认为多安排一些生产项

目是有利的，这反映在线性规划模型上是增添决策变量的问题。另一方面当规划执行一

段时间后，资源的供应不能满足要求时，有时也要考虑少安排一些生产项目是有利的，

这反映在数模上就是减少决策变量的问题。所以，决策变量个数的变化有两种情况，一

是增多，一是减少。现分别在下面讨论。 

1.减少决策变量的情形。 



（1）若减少的决策变量不在最优解的基变量之中，对这种情况可以认为决策变量

本来就是多余的。减少这个变量不影响优解、优值。 

（2）若减少的决策变量是基变量，要考虑去掉这个变量的影响，可用单纯形法或

对偶单纯形法重新求解。 

2.增加变量的情形 

设已知增加的新变量 kx 的目标系数为 c ，相应的约束系数为 a ，这时由公式k ik

j

n

mj
k xzz ∑

+=

+=
1

0 λ 知，若新加变量对应的检验数 0kλ > ，则目标函数还有增大的希望，

即对我们增加的项目是有利的，否则增加的变量无实际意义。 

例 2.10   对例 2.7 的

规划问题进行讨论。现假设

还有丙、丁两种产品可以用

A,B,C三种设备加工，它们所

用的定额及利润如表2-13所

示。 

问是否能使丙或丁产品

投产，最优解及新 Z值是多少？ 

表 2-13

 
A B C 利润（元/件）

丙 1 2 3 20 

丁 3 1 3
4

 12 

品产 数
时

工
加

备
设

解：分析，如果安排丙产品记为 ，不安排丁产品，则有 对应的检验数 3x 3x

3

3 3 13
1

2020 1 0 2 ( 2) 3 ( ) 4
3i

i
c aλ λ

=

= + = + × + × − + × − = −∑ i  

由此可知，安排丙产品，对企业不利，因为每生产一件丙产品，可下降利润 4元。 

如果安排丁产品，记为 ，不安排丙产品。则有 对应的检验数 3x 3x
3

3 3 13
1

3 2012 3 0 1 ( 2) ( ) 5
4 3i

i
c aλ λ

=

= + = + × + × − + × −∑ i =  

由此可知，安排丁产品的生产，对企业有利，利润可增大。 

进一步计算增加 后在最优单纯形表中的变化及它的系数。 3x

因为， 
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1B ，由此得出 3x 对应的系数 
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1
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在原最优解表 2-8的基础上，将松弛变量改为 增加丁产品 列，得表 2-14。

因

654 ,, xxx 3x

3 0λ > ，故继续迭代，迭代结果告诉我们，将丁产品（ ）安排生产3x
7

600
件，而产品

乙不安排对企业有利。 

表 2-11 

cj 70 30 12 0 0 0  

cB xB x1 x2 x3 x4 x5 x6 b  

0 x4 0 0 
27
20

 1 
12
5

−  1 180 

30 x2 0 1 
7
40

 0 
3

10
 1

6
−  15 

70 x1 1 0 
1
40

 0 
1

10
−  1

6
 75 

λj 0 0 5 0 -2 
20
3

−  5700 

0 x4 0 
54
7

−  0 1 
33
7

−  16
7

 450
7

 

12 x3 0 
40
7

 1 0 
12
7

 20
21

−  600
7

 

70 x1 1 
1
7

−  0 0 
1
7

−  4
21

 510
7

 

λj 0 
200
7

−  0 0 
74
7

−  80
7

−  6129 

2.4.5   增加约束条件的灵敏度分析 

在新增加约束条件下，如原问题的基变量仍未改变，则因增加约束条件不会扩大可

行域只会减少或保持原可行域，这时只要 可行，就必须是最优，若不然，说明新约束

条件把原问题的最优排除，这时需将新约束条件列入单纯形表，用对偶单纯形法求解。 

Bx

例 2.10  设例 2.7中甲、乙产品还必须经过设备 D的加工厂成为最终产品。已知 D

加工单位甲需 3小时，单位乙需 8小时，最大使用工时为 720小时，则新增的约束条件

为  72038 21 ≤+ xx

将原问题所得的最优解 代入上约束条件仍能满足，故新增条件最优解无

影响。 

Tx )15,75(=



若将设备 D的最大使用工时限制为 600小时，这时所得约束条件：8 ，

这时最优解不再满足约束了，为了得到增加约束后的最优解，在原最优解表的基础上，

通过行变换将上述新约束条件加入，得新表 2-15。 

6003 21 ≤+ xx

表 2-15 

基变量 x1 x2 x3 x4 x5 x6 b  

x3 0 0 1 
12
5

−  1 0 180 

x2 0 1 0 
3

10
 1

6
−  0 15 

x1 1 0 0 
1

10
−  1

6
 0 75 

x6 0 0 0 
1

10
−  5

6
−  1 -45 

λj 0 0 0 -2 
20
3

−  0 5700 

显然，该表对应的基本解不可行，采用对偶单纯形法，得表 2-16。 

表 2-15 

基变量 x1 x2 x3 x4 x5 x6 b  

x3 0 0 1 
63
25

−  0 
6
5

 126 

x2 0 1 0 
8
25

 0 
1
5

−  24 

x1 1 0 0 
3
25

−  0 
1
5

 66 

x5 0 0 0 
3
25

 1 
6
5

−  54 

λj 0 0 0 
6
5

−  0 -8 5340 

由上表及对偶单纯形法知，最优解 ，最优值为 5340 元，即

加一道工序后，约束所起作用仅降低 360元利润。 

Tx )0,54,0,126,24,66(=∗

以上述的几种灵敏度分析，仅限于某数值、变量、约束条件的变化对解的影响，这

是一些基本的分析方法。若要考虑某区间上一个或几个参数作连续变化的灵敏度分析，

请同学们参阅线性规划方面的资料或书籍。 
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