
第 6章  动态规划 

当我们视线性规划是一种解决单一阶段单目标规划决策问题的定量分析方法时，则

可认为动态规划(Dynamic Programming)是可以解决更复杂的多阶段单目标决策的定量

分析方法。做决策时，有一种情况是将决策问题涉及的所有变量一次性处理，寻求最优

决策，称为单一阶段决策问题。还有一种情况是将决策问题从时间上或空间上划分为前

后几个相互联系的阶段(或部分)，按顺序对每一个阶段做出决策，并考虑每一阶段的决

策将对以后各阶段的决策产生的影响，使整个活动过程所取得的效果最优。这样的决策

问题称为多阶段决策问题。解决这类问题时显然不能运用线性规划及非线性规划的方

法，但用动态规划方法则可以求解。所谓“动态”就是指某问题需逐个阶段处理(即时

间或空间的转移)这一特点。 

6.1  动态规划的基本原理 

6.1.l多阶段决策问题的解法 

在企业管理的决策活动中，有一类重要问题，对这类问题进行决策将产生广泛、持

续性影响。这类问题作决策时，有时需要从时间上划分阶段，按顺序对各个阶段作决策。

例如产品生产计划的逐月(季、年)安排这个决策活动，确定了某个月的生产计划，则这

个月的生产计划将直接影响到后面各月的计划安排；有时需要从空间上划分为若干部

分。对各部分逐个作决策。例如在对一些工程项目进行投资分配的决策中，确定了其中

任何一个项目去的投资额，都影响到其他所有项目投资分配额的确定。这两个典型的关

于时间和空间的实际问题都具有“动态”的特性。我们进行决策的最终目标将是在一定

的资源条件下，使所安排的逐个时期的生产计划或工程项目的投资分配计划，从整体上

能达到最优的效果。上述的两个问题都属于多阶段决策问题。 

解决这类具有“动态”特性的决策问题时，可以按照下面的基本思想进行工作。首

先，把较为复杂的决策问题视为多阶段决策问题，按问题的时间或空间关系将问题分解

为几个相互联系的阶段，从而使每一阶段上的决策问题都是一个较易求解的“子问题”，

在实际决策时从初始状态开始按顺序逐段进行直到终止状态为止；然后，按“动态”的

特点，有顺序地(逐次地)做出每一阶段上的最优决策，具体求解时通常按逆序进行，即

从最后一个阶段开始到最初阶段为止。需要强调的是，做这种最优决策时必须同时考虑

并保证这一阶段以前的各阶段上对“子问题”所做出的决策，从整体来说是最优决策。

这样依次地做完每个阶段的最优决策后，它们便构成了整个问题的最优决策。这种方法

可用于求解很多运筹学的问题，甚至对复杂的多变量的线性规划问题及非线性规划问



题，也可按动态规划的思想和步骤用动态规划的方法将该问题分解为每次只考虑一个变

量的一系列子问题。 

动态规划是美国数学家贝尔曼(R·Bellman)于 1957年首先提出的。贝尔曼在其《动

态规划》一书中指出了应用动态规划求优时的最优化原则就是：“作为整个过程的最优

策略具有这样的性质：即无论初始状态和决策如何，对前面的决策所形成的状态而言，

余下的所有决策必须构成一个最优策略。”这个原则便作为我们建立动态规划数学模型

的理论基础。下面举例来说明这个最优化原则。 

某地拟铺设从地点 到地点 的地下水管道，

有两条路线可供选择，其一是经地点

A F

1B及 到 ；

另一是经地点

1C F

2B 及 到达 ，见图 6-1。 2C F

施工中每段路线所需时间如图所示。问题是寻

找一条由 到 的施工时间最短的路线。这是一个

多阶段决策问题。此问题可划分为三个阶段(图

6-1)。第一阶段的决策指的就是由 到

A F

A 1B或由 到A

2B 这两条可能走的路线的选择。一旦选定了其中的

某条路线，就直接影响到下一阶段的决策是由 1B到C 或由1 2B 到C 。这就是说对每一阶

段都应做出恰当的决策。由图 6-l 可知由 到

2

A
1B需 6 个时间单位，而由 到A 2B 需 8 个

时间单位，前者所需时间比后者要少，对本阶段来说似乎应选择由 到A 1B的路线作为第

一阶段的最优决策。此阶段决策一经做出，则后面各段决策应接 1B到 ， 到 的路

线来施工，所需总时间为 23个单位。但若选择由 到 ，再经 到 的路线则所需总

时间为 19 个单位。显然，本应选择后一个路线才能使总时间数为最小，而第一阶段所

选的由 到 的决策不能保证整个问题为最优决策。这就说明当某阶段决策选定时，它

还直接影响到后面各阶段的决策和整个问题的决策。为了使整个问题的决策为优，按照

贝尔曼的最优化原则意味着对某阶段作的决策对该阶段本身来说，从表面上看未必是一

个最好的选择，甚至需要做出让步。如本例中第一阶段选择由 到 的路线对于本阶段

来说表面上看不是最优决策，但是对于从第一阶段的决策由 到 得到的状态 而言，

从 开始，余下的第二阶段决策由 到C 及第三阶段的决策由C 到 所构成的路线应

该在时间上少于由 经C 到 所需的时间。这就是贝尔曼所指的“⋯⋯余下的所有决

策必须构成一个最优策略。”这样再综合第一阶段由 到 的时间，从整体上来看反而

为最优路线。相反，对前面阶段虽然选择了一个最优路线如例中的由 到 线路，但并

不能保证由此产生的最后结论从整体上看为最优决策。这便是动态规划方法的理论基

础。所以按动态规划方法求解时应按逆序逐段从终点向始点方向决策。对于本例，应该

是先求第三阶段的最优决策为C ，再求第二阶段的最优决策为 ，最后求

得第一阶段的最优决策为 ，则整个问题的最优决策为 。 
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6.1.2最短路线问题 

最短路线问题就是说给定了初始点及终点以及由始点到终点的各种可能途径，要求

寻找一条由始点到终点的最短路线。对于不同的实际问题也就是求距离（或时间、运输

费用）的最小值。 

例 6.1 图 6-2 是一个示意图，表示由始点 到终点A E的网络路线。图中 ， ，

⋯⋯表示各个地点，线段表示各个地点之间的交通路线，线段上的数字表示各个地点

之间的距离（或时间、费用）。要求选择一条从 到

A 1B

2B

A E距离最短的路线（或时间、费用

最少）。这是一个多阶段决策问题。 
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图 6-2 

求解这个问题可采用穷举法。就是列出

从 点到A E点的所有路线，然后计算每

条路线的距离(或时间、费用)，再进行

比较，找出距离最短(或时间，费用最

少)的路线，则最优解便找到了。此法

称为枚举法或穷举法。本例从 点到A E

点共有 11 条不同路线，比较它们的长

度，最短路线为： 

EDCBA →→→→ 222  

其距离为 14。但这样的计算相当冗繁，特别是网络路线比较复杂时，用穷举法计算

甚至无法实现。下面采用动态规划方法求解此例。该法是求解这类最短路线(或最长路

线)的最有效的方法之一。 

用动态规划方法求解时，根据最优化原则导致最短路线问题应具有这种特性，就是：

如果最短路线通过点P，则这条最短路线从P点到终点的部分，对于从P点到终点的所

有路线(称为P的后部路线)而言，必然也是最短的线路(P的最短后部路线)。例如本例

中最短路线通过 ， ， ，则路线C 就是C 到终点2B 2C 2D ED →22 → 2 E所有路线中最短

的一条。最短路线所具有的这个特性不难理解，用反证法，若从P点至终点还有另一条

更短的路线存在，把这条更短的路线与原最短路线从起始点到P点的那部分路线连接起

来，就会形成一条比原来由始点到终点的最短路线还要短的路线，这是不可能的。 

现在我们利用这种特性把整个问题按空间关系，即把从 到A E的网络路线划分为几

个阶段，然后接逆序从最后一段开始向最初阶段递推，做出各阶段中各点的最优决策即

寻找某阶段各点到终点E的最短路线上，在下一阶段应经过的点O则各点到终点E的最

短(后部)路线可同时确定，最后便得到起点 到终点A E的最短路线。因此，动态规划方

法就是从终点逐段向始点方向寻找最短路线的方法。解题步骤如下： 



1.把问题划分为几个阶段。本例可把网络按各点位置划分为四个阶段。第一阶段由

到 及 的路线构成，⋯⋯，第四阶段由 ， 到A 1B 2B 1D 2D E的路线构成，如图 6-2所示。 

2.按阶段顺序首先考虑最后阶段即第四阶段的最优决策，也就是走哪条路线最短。

先考虑 ， 到终点1D 1D E只有一条路线，故 的最短后都路线就是 ，最短距离

为 8；同样，从 到

1D ED →1

2D E的最短后部路线就是 ，最短距离为 9。 E→2D

3.按阶段顺序依次考虑第三、第二，第一阶段的最优决策，为此只需确定每一阶段

上各初始点的最优决策即可。在第三阶段中分别考虑三个点C ，C 和C 的最优决策。

点 后部路线的第一段路线有两种选择．即C 和C 。为了确定C 的最优决

策即确定出对第四阶段的 ， 的某个选择，应比较由C 分别经过 、 到

1

2D
2 3

1D
1C 11 D→ 1 →

1

1

2D1D 2D E所用

的时间，即比较 的长度与 的最短后部路线长度之和，以及C 的长度与

的最短后部路线的长度之和。前者为 3+8=11，后者为 6+9=15，取其中较小者为C 的

最短后部路线的长度。所以 的最优决策是下一阶段到达点 ， 的最短后部路线是

，最短距离为 11。用同样的方法求C 的最优决策。由于C 后部路线的第

一阶段有两种选择，即C ，C 。所以比较C 的长度与 的最短后部

路线 的长度之和，以及C 的长度与 的最短后部路线 的长度之

和，前者为 6+8=14，后者为 2+9=11，取其中较小者为 11，对应的C 的最优决策是到达

，C 的最短后部路线为C ，其距离为 11。对于C 比较 4+8=12及 3+9=12，

因为二者相等，所以 的最优决策是到达 及 均可，C 的最短后部路线可以取其中

任一条， 或 距离都是 12。 
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在第二阶段中讨论点 及 的最优决策。点 的后部路线在第一段上有三条，即

， ， 。而 ， ，C 各点到终点
1B

C→
2B 1B

11 CB → 21 CB → 31B 1C 2C 3 E的最优决策在第三阶段的

讨论中已确定了。所以比较 6+11=17，5+11=16及 7+12=19，知三条路线中长度最短者为

16，则 的最优决策就是由点 到点C ，点 的最短后部路线为 ，

最短距离为 16。点 的后部路线第一阶段上有三条。比较 ，

及 （或 ）这三条后部路线

的长短，由 5+11=16，1+11=12，1+12=13得点 的最优决策是到点 ，点 的最短后

部路线为 ，其距离为 12。 

1B

CB → 22

1B
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B

最后考虑第一阶段，也就是求始点 的最优决策。点可能的决策方案有两个，即到

达 或 ，而 及 两点到终点

A

1B 2B 1B 2B E的最优决策已在第二阶段确定了，并找到了该两点

之 间 的 最 短 后 部 路 线 ， 因 此 我 们 只 需 在 和

这两条路线中选择点 ，点 的最短后部路线为

。至此解题过程结束，整个网络最短路线的决策问题得到解决。从

到

EDCBA →→→→ 221

AEDCBA 22

CBA 2

→→

E→

→2

→2

→

→
2B

A

E的最短路线为 ，最短距离为 14。 EC →→ 22 DB2A → →

通过此例的求解过程，可以看到用动态规划方法逐段求解时，每个阶段上的求优方



法基本相同，而且比较简单，所以在后面进一步学习这种方法时，虽然会遇到较多的数

学符号，但对这些符号还是易于理解的。另外，动态规划方法明显优于枚举法（穷举法），

在本例中，每一阶段的计算都要利用上一阶段的计算结果，因而减少了很多计算量。阶

段数愈多，这种效果愈明显。 

6.2  动态规划的数学模型 

6.2.1动态规划的基本概念 

为讨论问题方便起见，先介绍动态规划的基本概念和符号。 

1. 阶段 

用动态规划方法解题，原问题必须能划分为若干阶段。阶段是按问题的时间或空间

特征来划分的。通常用 表示阶段的变量；阶段的编号在本书中按从左到右的顺序编号。

例如前例（最短路线问题）中将整个问题按空间划分为四个阶段，当 时，分

别表示问题处于第一、二、三、四阶段。第一阶段（

k

4,3,2,1=k

1=k

2C→

）包括两条支路 和 ，

第二阶段（ ）包括 6条支路 、 、 、 、 、

。依次类推。用动态规划方法求解时，通常按相反方向逐段决策，即从最后一

个阶段开始，按逆序到最初阶段为止。 

1B→ A

1C→ 2B

A

2

2B→

2C→2=k 11 CB → 1B 31 CB → B

32 CB →

2. 状态和状态变量 

状态可理解为事物的某种特征。状态的改变意味着事物发生变化。在动态规划问题

中，状态是划分阶段的依据，状态的变化就意味着阶段的推移，因此解题时首先应明确

每一阶段开始时的一切可能状态。在最短路线问题中，用状态表示某阶段的出发位置，

它既是该阶段的初始点也是前一阶段的终止点，通常一个阶段包含若干个状态。如前例

的最短路线问题中，第一阶段只有一个状态时点 ；第二阶段有两个状态点 和 ，

等等。为了将实际问题转化为数学模型之后便于计算，通常可将状态用数量表示，则状

态可视为变量，并称为状态变量 ，记 为第 阶段（有时记 为第 阶段）的状态变

量，用 表示 阶段上所有状态的集合。例如前例中，当

A 1B 2B

S kS k iS i

}{ kk SS = k 2=k 时，有两个状态

和 ，则第二阶段状态为 和

1B

2B 1BS2 = 2B2S = ，状态集合 { } { }2, B1B2S = （或记为

），若用数量表示，令点21 , B2S B= 11 =B ，点 22 =B （每阶段状态都可记为1 ），

则 （ ）。对于有些实际问题状态本身就是数量。例如投资分配问题，

第 阶段的状态即该段最初的投资数额，仍可将实际数额转换数 i 并记为

。 

n,3,2,

{ } { }2,1= S

1, 2,i= =

2S

k

S i

2,12 =

( )nk

3. 决策和决策变量 

对实际问题进行多阶段决策时是从第一阶段的初始状态开始，逐段向后发展，直到

最后一个阶段为止。在每一阶段中只达到一个可能的状态，从该状态演变到下一阶段进

入哪个状态，取决于这一阶段做出的决策。这就是说，决策就是各阶段对状态演变各种



可能性的选择描述决策的变量，称为决策变量，用 ( )kk Sx 表示第 阶段处于 时的决策

变量。用决策集合 表示

k kS
( ){ }kkk sxD = ( )kk Sx 的取值范围。例如图 6-2 示意的最短路线问

题中，当 时，状态集合 { }2=k { }22S 1 , BB= ，则状态 1B 的决策变量 的取值

， 

( 1B )2x
( )12 CBx = 1 2x ( ) 21 CB = ，或 ( )1B 3C2x = ，则为 ( ){ } { }321 ,Cx 12 B ,CC= ，表示从状态 出

发到终点

1B

E时，进入到下一阶段所选择的状态，可以是C ，换句话说{ }表
示从 点出发到达下一阶段的路线可有三条，所以在第二阶段对于 点的决策方案有

三个，即有 ， 或 。状态 的最优决策指的是为达到最优目标，

对 的某个选择，使得由 到

32 C或

B

1

1

,C (B )12x

1B

21 ,, CCC

1B

1C 21 CB →1B →

3

3C→1B
A E的最短路线经过该点。对状态 的决策变量

的取值也有三个，就是

2B

( ){ 22 Bx } ( ){ } { }32 ,C12 ,Cx 2 CB = 。由此可见，决策变量 是状

态变量的函数，为了计算的方便，既然状态变量 的取值可人为地规定为数，我们也可

将决策变量 的取值人为地规定为数。例如上面的

( k )kx S

kS
( k )k Sx ( ){ } {2 Bx }3,C2C12 ,C= ，若令

，则( )3,2,1, == iiCi ( ){ } {122 =Bx }3,2, 。 

4. 策略 

多阶段决策问题中，把每个阶段做出的决策 ( )( )nksx kk ,,2,1= 组成的序列称作是策

略。把解决问题时产生的效果最优的策略称为最优策略。因此，求解多阶段决策问题便

是去寻找该问题的最优策略，而动态规划方法就是用来求得这个最优策略的方法。 

设整个问题分化为 个阶段 ( )n nkn ,,,,2,1= ,第 阶段状态 开始至最终阶段到

的终点为止的过程称为第 k阶段状态 的后部过程，相应的第 阶段以后的各阶段的

决策所构成的决策序列称为状态 的后部策略（前面提到的点

k kS

kn kS

kS P的后部路线便是由状态
P的后部策略产生的）。从前面的例题可知，动态规划方法的每一个阶段都需找出该阶

段每一状态的最优后部策略，即最短后部路线。 

5. 阶段损益函数(或称阶段效应) 

用动态规划方法求解问题时，把用以衡量策略优劣的数量指标称为损益函数，其取

值称为损益值。阶段损益函数是某一阶段、某一状态本身在决策选择时所能获得的损失

(或效益)值的表达式，通常表示为 ( )kkk xs ,d 。 表示第 阶段所处的状态， 表示状

态为 时的决策，也就是该阶段所选择的决策方案。对于不同的决策问题损益函数的损

益值有不同的实际含义。例如，效益值可能是效率、产值、利润，而损失值可能是成本、

费用等。又如例 2的最短路线问题中，可视阶段损益值为网络路线中第 阶段上某路线

的距离，如第三阶段点C 的损益值可记为

kS k kx

kS

k

1 ( )( )133 Cx

2D
1 ,Cd ，具体就是 以及

，表示第三阶段由状态 到 和到 的距离分为 3及 6。 

( ) 3,13 Dd 1 =C
( ,1 D ) 623 =Cd 1C 1D

6. 最优损益函数 

最优损益函数是用以表示某阶段、某状态的最优后部策略的数量指标。它综合考虑

了这一阶段本身的阶段损益值以及相应的下一阶段到终点为止的最优损益值两个方面

的情况。记最优损益函数为 ( ) ),,2,1(  nksf kk = k表示所处的阶段， 表示第 阶段kS k



中所处的状态。例如，在例 2中， ( ) 1611512 =+=Bf ，表示在第二阶段时，状态 到终

点

1B

E的最优损益函数值(即点 到终点1B E的最短后部路线长度)为 16，同理， ( )1 122 =Bf 。 

E

( ) { }),(min 4444 xsd4f =

2

E

4 1D 2D 4S

4x E

1D 2D

D1

( )2D

( 14 D )f

} fS ( )244 DSf ==

3S

有了上述的基本概念，我们便可将实际问题用下面介绍的动态规划模型来表示。 

6.2.2动态规划的数学模型建立方法 

现在我们结合网络最短路线来介绍动态规划方法中所使用的数学模型将如何建立。 

例 6.2  建立例 1的最短路线问题的数学模型，见示意图 6-2。 

动态规划的数学模型包括目标函数和约束条件两部分。对于该最短路线问题求的是

从始点 到终点A E的距离为最短。又因为这是多阶段决策问题，所以相应的动态规划方

法应将问题首先划分为若干个阶段。然后再按上面所述的基本思想，从终点 逐段向始

点方向寻找每阶段的最优决策。这是一个逆向递推的过程，用动态规划的术语表示出对

目标函数的要求就是求得每个阶段的最优损益函数(最短后部路线的长度)。下面的工作

就是具体建立这种按阶段表达的数学模型。 

动态规划的约束条件可由实际问题决定。例如例 1中最短路线问题，在网络路线图

上用带有箭头的线段表示可行的通路，箭头的方向表示行进的方向。这种方向通常都是

单向的，不能反向行进。 

具体表达这种具有“递推”特性的数学模型如下：首先将问题划分为四个阶段，分

别记为 ，其次，按逆向建模。 )4,3,2,1( == iik

4=k 时目标函数的优值为 

s                        （6-1） 

其中 ——例 1中网络路线上第四阶段中状态变量 取为 、 两点时，由

此两点分别到达终点

( )44 sf 4S 1D D

E的最短距离。 

),( 444 xsd ——第四阶段本身的损益函数。实例中即从 、D 两点到终点1D 2 的实际

距离。它取决于该段中状态变量 （取 ， )和相应的决策变量 （ )，在本例

中 （ )及 均为终点

S 4x

1D x ( 24 D 。 )
{ ),(min 444 xsd }——由实际问题决定。因为各状态终点的可行路线可能不止一条，

于是就取该阶段中各状态到终点E的路线中最短者。所以本例中取 min。如果需要目标

函数的取值以大者为优（求最长路线问题），则应改 min为 max。 

具体来看，当 4=k 时，因状态变量可取两个点： 14 DS = ，S 24 D= ，又因 ，

两点到终点 E的路线分别只有唯一的一条路线 及 ，所以 即

， 即

E→ E→2D

( ) )min144 EDf = { ,( 14 Dd= 4 { }),2 E(min 4d D  

分别是 ， 到终点1D 2D E的最短距离。 
3=k 时，有动态规划的最优决策原则，目标函数优值 ( )33 sf 应综合考虑第三阶段本

身和第四阶段两者结合为整体的最优。所以目标函数优值（反应了第三阶段状态 的最

优后部策略）也就是在前面基本概念中提出的最优损益函数。 



所以令 时 
( ) 433 ssx =

( ) ( ){ }4433333 ),(min sfxsdsf +=                       （6-2） 

( )33 sf ——第三阶段目标函数的最优值 
),( 333 xsd ——第三阶段的阶段损益函数 

在本例中即点 ， ， 分别到 和 两点的实际距离。 1C 2C 3C 1D 2D

因此， 时，状态变量 取值为三点即C ，C ，C ，相应的目标函数优值有三
个： 

3=k 3S 1 2 3

( )13 cf 即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 3 1 3 1 1 4 1 3 1 2 4 2min , , ,f s C d C D f D d C D f D= = + + ， 

( 23 cf )即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2422314123233 ,,,min DfDCdDfDCdCsf ++== ， 

( )33 cf 即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2423314133333 ,,,min DfDCdDfDCdCsf ++== ， 

2=k 时，最优损益函数 应综合考虑该阶段损益( )22 sf ( )222 , xsD 及其在第三阶段受

到影响的状态设为 ( 223 sxs )= 到终点E的最短距离 ( )33 sf 整体为优。 
所以，第二阶段的递推关系式为 

( ) ( ){ }3322222 ),(min sfxsdsf +=                      （6-3） 

具体看，k 时，状态变量 取值为两点即 及 ，相应的目标函数优值有两个： 2= 2s 1B 2B

( )12 Bf 即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }333122321213112122 ,,,,,min CfCBdCfCBdCfCBdBsf +++==  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ({ }33322232221312222 ,,,,,min CfCBdCfCBdCfCBdBf )+++=  

1=k 时，由始点 到终点A E要经点 或 ，选择经哪个点才能保证 经四个阶段
后到达

1B 2B A
E所走的距离最短？这就应综合考虑第一阶段的阶段效益 以及由( 111 , xsd ) ( )11 sx

影响到的第二阶段的状态（设为 ）的最优损益函数2s ( )22 sf ，才能得到点 的最优后部

策略的数量表示 ，也就是始点 到终点

A
(Af1 ) A E的最优损益值。 

所以， 时，目标函数最优值的一般表达式为： 1=k

( ) ( ){ }2211111 ),(min sfxsdsf +=                       （6-4） 

由于第一阶段上状态 只取终点 ，即 S1S A A=1 ，因而只能列出一个最优损益值 

( )Af1 即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }221121111 ,,,min BfBAdBfBAdAsf ++==  

通过上面的讨论，可知求 的全过程是倒过来（由( )Af1 4=k 开始向前计算），逐段

递推的过程。换句话说，想求得第一阶段的 ( )11 sf ，必须先计算第二阶段的 ，而

想求 ，应先求第三阶段的

( )22 sf

( )22 sf ( )33 sf ，而 ( )33 sf 的求解必须先求得第四阶段的 ( )4s4f

n,
。

为此我们可以把这种逆推方法推广到阶段数为任意正整数 的问题（ k ）中k ,2,1=



去。得到第 阶段的动态规划数学模型中目标函数优值的表达式为： k

=

1

k

E

)1C

1

( ) ( ){ }11),(min +++= kkkkkkk sfxsdsf                 （6-5） 

nk ,,2,1=  

公式（6-5）中令 ，特别是（6-5）中当( ) 1+= kkk ssx nk = 时，（最后一个阶段），因

为 ，所以规定： ( ) 011 ++ nn sf

( ) ( ){ }nnnnn xsdsf ,min=                     （6-6） 

上面这个利用了第 阶段与 阶段之间递推关系的数学模型（6-5）称为动态规划

的递推公式或函数基本方程。 

k 1+k

6.3 动态规划的求解方法 

6.3.1动态规划递推公式的迭代解法 

这个解法就是利用递推公式（6-5）直接求解，举例说明如下： 

例 6.3  试用公式（6-5）求解§6.1例 1种网络最短路线问题（图 6-2）。 

解：先按建立模型的要求，确定阶段、状态、决策。将问题划分为四个阶段，状态

变量即为各阶段的始点。第一阶段的状态为 ；第二阶段的状态为 ， ；第三阶段

的状态为 ，C ；第四阶段的状态为 ，D 。则所有状态均具有无后效性且能列举出

来。每阶段的决策允许集合与§6.2中建立公式（6-5）时所述一致，在此从略。反映第

阶段与第 阶段的状态转移方程

A

2

(kg

1B 2B

C 2

1+

1D

ksk ),1 kk xs=+ 可由示意图中点的推移过程反映

出这种函数关系，不一定非要表达成数学形式。最后，用于计算的递推公式便是（6-5）。

迭代过程如下： 

4=k 时,考虑点 ，D 分别到终点1D 2 E的最短距离 ，此时各有一条路

及 ，又因为 为最后一个阶段，所以由公式（6-6） 

)( 44 sf ED →1

E→2D 4=k

( ){ } { } 88min,min)( 1414 === EDdDf  

( ){ } { } 99min,min)( 2424 === EDdDf  

则 到1D 的最短路线是 8，路线为 ，对 ，也有 。 ED →1 2D EDx =)( 24

3=k 时，考虑从点C ，C ，C 到终点1 2 3 E的最短距离 ，对点 到)( 33 sf 1C E可经过

或 两点，由公式（6-5） 

1D

2D

( ) ( ) ( ) ( ){ } { } 1196,83min,,,min( 24213141133 =++=++= DfDCdDfDCdf  

即点 到C E的最短距离为 11，最短路线为 ，C 的决策为EDC →→ 11 1 113 )( DCx = 。 

同理，对点 有 2C



( ) ( ) ( ) ( ){ } { } 1192,86min,,,min)( 242231412323 =++=++= DfDCdDfDCdCf  

其最短距离是 11，其路线是 ， EDC →→ 22

决策为  123 )( DCx =

对点 有 3C

( ) ( ) ( ) ( ){ } { } 1293,84min,,,min)( 242331413333 =++=++= DfDCdDfDCdCf  

点 到3C E的最短距离是 12，其路线可有两条：C ，C ，决

策为 或 均可。 

ED →→ 13 ED →→ 23

13 )x 3(C D= 233 )( DCx =

2=k 时，考虑两点 ， 到终点的最短距离 ，对点 有 1B 2B )( 22 sf 1B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ } 16127,115,116min

,,,,,min)( 33313232121311212

=+++=
+++= CfCBdCfCBdCfCBdBf

 

则最短路线为 ，且EDCB →→→ 121 212 )( CBx =  

从点 出发，有 2B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ } 12121,111,115min

,,,,,min)( 33323232221312222

=+++=
+++= CfCBdCfCBdCfCBdBf

 

则最短路线为 ，EDCB →→→ 122 222 )( CBx =  

1=k 时，考虑始点E的最短距离 ，有 )( 11 sf

( ) ( ) ( ) ( ){ } { } 14122,163min,,,min)( 222112111 =++=++= BfBAdBfBAdAf  

所以，始点 决策为 ，最短距离为 14，其路线为 。

整个迭代过程至此结束。 

A 21 )( BAx = EDCBA →→→→ 222

最后，可按计算顺序反推，得最优的决策序列 21 )( BAx = ，x ，x222 )( CB = 123 )( DC = ，

构成了本问题的最优策略。 ECx =)( 14

用数学模型（6-5）直接求解，由于数学公式中符号抽象，所以容易出错。下面再

介绍两种较为形象、直观和简捷的计算方法，成为标号法和表格求解法。这两种方法都

是根据动态规划的求优原则由递推公式

（6-5）演化而来。 

图 6-5 

C3

D2

C2

B2

E

D1
B13
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4 

A

C1 3 6

6.3.2动态规划的网络标号法 

网络标号法就是直接在网络图上进行

计算的方法，现在仍通过求解例 1种网络

最短路线来阐述。 

例 6.4  设有一个网络线路（图 6-2），

试用标号法求出由 到A E的最短路线。 
 



A

B1

11

C116

B2

C2

D1

D2

E

C3

12

12

11

9

8 
14

解：首先仍划分为四个阶段，见图

6-5。然后逐段在每阶段的状态点上方标

出方格，见图 6-6。求解时仍从第四阶段

起逐段在每个状态点上方的方格内填

数，以数表示该点到终点E的最短距离，

直线连接的点表示该点到终 点的最短

路线，图中的粗线表示由始点 到终点

的最短路线。 

E

A

E 图 6-6 

解题与步骤： 

先标出第四阶段各状态点 ，D 分别到终点1D 2 E的最短距离（这是例 2中计算 ( )44 sf

的简明表示法）。它们分别是 8和 9，将此最短距离填入 ， 二点上方的方格内，并

画出与最短路线相对应的连线。然后在第三阶段的各状态上方标号（在方格内填入最短

距离）。需要标号的点到下一阶段已标号的各状态点的各段距离分别加上已标号点方格

中的数字而取其中较小者（此过程也就是例 2中

1D 2D

( )3

D

3 sf 按地推公式（6-5）进行计算的见
解算法）， 就是 时状态 到终点 E 的最短距离。将此距离的数字填入点 上方的

方格内（标点），并画出连线表示该点的最短路线在第三阶段上通过的部分。 时，

需标号的点有 ， ， ，对于点 可经过标号点 ， 到达 E。其中C 到 的距

离为 3，标号点 的方格中数字为 8两者相加为 3+8=11；C 到 的距离为 6，D 点的

标号数为 9，两者相加是 6+9=15，取 11及 15两者中的最小者填入C 上方空格内即得到

点 到终点 E的最短距离。同时在 ，D 两点间连线，舍去 到 间的支路线。被舍

去的路线在第二阶段的计算时就不起作用了。因为由点 到终点 E 的最短距离为 11，

其路线为 已确定了。同理，对 进行标号时，比较 6+8=14及 2+9=11，取

最小者 11做 的标号数，并连接C

3=k

1 2C

1D

D →1

3s 3s
=k 3

1D

2

C

→

2C

3C 1

D

C

1C

2

1 2D

1

1

2D

1C
1

2D1C 1

2

1C

EC1 2C

− ，舍去C 1D2 − 。对C 进行标号时，比较 4+8=12

及 3+9=12，其最小者认为 12，所以 的标号数为 12，连接

3

3C3C 1D− 及C ，即点

到终点

2D3 − 3C
E的最短距离为 12，最短路线为C 或C 。按照第四阶段

和第三阶段的标号方法，逐段逆推，直到算出始点 的标号数为止，整个工作就完成了。 

E1D →

A

→3 ED→ →23

第二阶段需要对 ， 标号。从点 到终点1B 2B 1B E有四条路线： ，

和 或（ ）。而 ，C ，C 三

点在第三阶段的计算中已标过号了，它们到终点 E的距离分别为 11，11和 12，所以只

要根据 分别到 ，C ，C 三点的距离以及 ，C ，C 三个点的标号数，比较 6+11=17，

5+11=16，和 7+12=19，取其中最小者 16作为 的标号数字填入方格，并连接

EDCB →→→ 111

1C 2 3

21 CB

EDCB →→→ 121

1B 1C

ED →→ 131 C→

3

B

2

EDCB →→ 231

1 3

1B

→

2C
− ，

舍去 及 。同理，B 点的标号数取 5+11=16，1+11=12和 1+12=13中最小者

12填入方格，连接 ，舍去

11 CB − 1 CB −

B
3

1 −
2

C 12 CB1 − 及 32B C− 。 



最后是第一阶段，求始点 的标号数。取 3+13=16，2+12=14种最小者 14填入 的

方格内，连接 ，舍去 ，标号工作到此结束，由 到终点

A

1B−

A

2BA − A A E的最短距离为 14，

相应的最短路线为 。 EDB →→→ 22 C2A →

上述方法称标号法，是从终点E向始点 方向标号的。如果规定从始点 到终点A A E
为顺行方向，从E点出发到 点为逆行方向，则称这种标号程序为逆序解法，相应于§

6.2中的递推公式（6-5）。如果以

A

E为
始点， 为终点，由第一阶段开始从

前面向后面逐段标号，每点的标号数

字表示该点到 点的最短距离，最后

得到

A

A
E的标号数，它表示由E到 的

最短距离，其标号数也应等于 14。称

这种由点 到点

A

A E的标号程序为顺
行解法，相应于§6.2 中的公式

（6-11）。具体标号如图 6-7所示。 

在逆序解法（或顺序解法）中，

不仅能得到由始点 到终点A E（或由
始点E到终点 ）的最短路线及相应的距离，而且得到了从所有各中途点到终点的最短

路线及相应的距离。这就是说，所求出的不只是一个最优策略，而是一组最优策略。这

对许多实际问题是很有用的，有利于帮助分析所得结果。 

A

14

图 6-7 

3

2

3

5 

7 

7

3

C3

E

D2

D1

C2

B2

C1

B1

A

标号法的优点是形象具体，思路直观，特别是在初学时容易理解，但它只适合求解

已有网路的问题。有一些实际管理问题（如设备更新问题）可以转化为网络最短路线来

求解。关于这方面的问题本章不作进一步讨论。 

6.3.3动态规划的离散化算法 

动态规划是解决多阶段决策的有效方法，但是对于某些具有“静态”特征的单阶段

决策问题，例如某些具有特殊结构的线性规划、非线性规划及整数规划问题，也可以按

动态规划的思路，将问题先划分为若干个阶段，然后用动态规划的递推公式（6-5）或

（6-6）去求最优解。这时，只要将阶段损益 ( )kkk xsd , 和最优损益 用函数的解

析式表示即可。对于线性规划、非线性规划及整数规划中的决策变量的取值及状态变量

的取值，则有取连续值及离散值之分（前面所述的最短路线问题中 总是取可数的

有限个离散点（值）），因此应针对具体问题的要求，将 及 取值连续化或离散化。此

工作可通过建立状态转移方程

( 11 ++ kk sf

kk xs ,

)

ks kx
( )kkkk xsgs ,1 =+ 或 ( )k+ kx,1kk gs s= 来进行，然后再代入递

推公式（6-5）（或（6-11））求解。这时便产生了动态规划的离散化算法和与之相对应

的“连续化”算法，下面分别举例来说明其解法。 

例 6.6 用动态规划方法求解变量连续取值问题。 



( )



=≥
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3,2,10
4

max

321

2
3
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2

2
1

ix
xxx

xxxZ
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解：假设原线性规划为解决有限资源的利用问题，以使完成的任务Z为最多。其中

是三个连续生产阶段的生产数量，各阶段生产一个单位产品所需时间由约束知

都是一个时间单位，而边界约束条件 4表示整个生产过程的时间限制，目标函数

321 ,, xxx

Z可视

为三个阶段所得损益的数量之和。 

这是只有一个约束等式的非线性规划问题。非线性规划问题的求解随着决策变量

的增加将很麻烦，但由于这个问题的特殊结构，可以将它看作是一个多阶段决策问题，

用递推公式（6-5）求解。首先把问题化作三个阶段。把原问题的变量当作决策变量，

则每一阶段仅对应一个决策变量

ix

( )3,2,1== kxk ， 可取相应区间上的连续值。状态变

量 可由约束条件来定，仍取连续值，阶段损益

kx

ks ( )kk xd ,k s 由目标函数可知。整个过程的

流程图如图 6-8及图 6-9所示。 

 

2
3x2

2x2
1x

3214 xxx −−−214 xx −−14 x−

3x2x1x  

4 
1 2 3

 

图 6-8 

根据流程图 6-8可说明 ， ，ks kx ( )kk sd 及 ( )kk sf 的含义。图 6-8中先输入了整个生

产过程的限制时间为 4，如果生产的数量为 ，则留下的时间量为 ，又进入第二阶

段进行生产。在第一阶段的损益为 ，第二、第三阶段的含义同理。在第三阶段生产完

毕剩余的时间量为

1x 14 x−
2
1x

32 −14 xxx −− ，按约束条件的限制，则此剩余时间数量为 0。 

可将上面的说明转化为动态规划的表述形式。 

状态变量 ：表示可以提供给各阶段的时间，则 的取值为连续值。 ks ks

第 1阶段的状态（即第一阶段的初始状态）为 41 =s 。 

第 2阶段的状态（即第一阶段的终止状态） 4311 ,,4 ssxs −= 均可定义，其中 表示

第 4阶段（设想的）状态。 

4s

决策变量 ：即每阶段生产产品的数量即kx ( )3,2,1== kixi  



状态方程  ( )kkkk xsgs ,1 =+

因       











−=
−=
−=

=

334

223

112

1 4

xss
xss
xss

s

kk

kkk

sx
kxss

≤

=−=+

显然有

故 3,2,1,1
  

这里的决策变量 取值为连续。例如 的取值范围由约束条件知为 。 kx 1x 40 1 ≤≤ x

边界条件：由于开始时可用时间为 4，而经过三个阶段的生产应将全部时间用完，

则 ， 。 41 =s 04 =s

阶段损益函数 ( ) 2
33

2
22

2
11 ,,:, xdxdxdxsd kkk −===  

最优指标函数： ( ) ( ) ( ){ } 3,2,1,max 11 =+= ++ ksfxsdsf kkkkkskkk  

即为本问题用动态规划求解时使用的递推公式。动态规划的流程图如图 6-9所示。

 

2
3x2

2x2
1x

41 =s 0334 =−= xss223 xss −=
112 xss −=

3x2x1x

1 2 3

图 6-9 

下面用逆序解法求解此例。 

3=k 时，因 ，故0334 =−= xss 33 xs =  

则 ( ) ( ) ( ){ } { } 2
3

2
34433333 0max,max

3333

sxsfxsdsf
sxsx

−=+−=+=
==

 

2=k 时，因 0223 ≥−= xss ，故 220 sx ≤≤  

则

( ) ( ) ( ){ } { }

( ){ } { }2
2220

2
22

2
20

2
3

2
2033222022

2maxmax

max,max

2222

2222

sxsxsx

sxsfxsdsf

sxsx

sxsx

−=−−=

−=+=

≤≤≤≤

≤≤≤≤

 

令  ( ) 2
222222 2, sxsxsh −==

由 02 2
2

2 ≥= s
dx
dh

  



则 为增函数 2h

故最大值点为 22 sx =  

而  ( ) 2
222 ssf =

1=k 时，因 故0112 ≥−= xss 110 sx ≤≤  

( ) ( ) ( ){ } { }

{ }2
111

2
10

2
2

2
1022111011

22max

max,max  

11

1111

sxsx

sxsfxsdsf

sx

sxsx

+−=

+=+=

≤≤

≤≤≤≤
则

 

令  ( ) 2
111

2
1111 22, sxsxxsh +−==

由 024 11
1

1 =−= sx
dx
dh

得 11 2
1 sx =  

又 042
1

1
2

>=
dx

hd
，故 11 2

1 sx = 为极小值点。 

则最大值点可在 或01 =x 11 sx = 处取 

因  ( ) ( ) 2
111

2
11 ,0 sshsh ==

则 及 均为01 =x 11 sx = ( )11 sh 的最大值点 

且  ( ) 4  1
2
111 == sssf 由

故 为最优值 ( ) 1641 =f

再按计算过程反推得最优决策。 

当  因 ，则01 =x 112 xss −= 42 =s  

故由 则  22 sx = 42 =x

因 ，故 则由223 xss −= 03 =s 33 sx = ，则 03 =x  

得一个最优决策为： ，01 =x 42 =x ， 03 =x  

当 时，同理可得411 == sx 02 =s  

故 ，由此得  02 =x 03 =s



则  03 =x

得另一个最优决策为： ，41 =x 02 =x ， 03 =x  

则所得结果就是原非线性规划问题的最优解及优值。 

由上例可知，用动态规划解题时，因 及 均可取某区间上的连续值，故可以求解

如此例中的非线性规划或一些线性规划 （除 的非负要求外，只有一个约束关系式）

问题。 

ks kx

ix

如果进一步要求上述规划问题的约束条件中 ，且为整数，则变为求解一个整

数规划的问题了。整数规划的求解是较困难的。既然线性、非线性规划（特殊的）问题

可以转化求解动态规划问题，那么与这些规划相对应的整数规划问题是否也可以转化为

动态规划问题来求解？后面将通过动态规划的应用例题来说明整数规划问题也可用动

态规划方法求解，为此出现了动态规划的离散化解法。它的思想方法是取状态变量 为

离散值（不论原问题变量是否为离散值问题），则决策变量 取值当然也为离散值，离

散值通常为整数，然后将离散值分别代入顺序解法的递推公式（6-10），从中选出最优

值 。运用计算机求解较复杂的动态规划问题时，可以采用这种离散化解法。 

0≥ix

ks

kx

)( *
kk xs

6.4  动态规划在管理决策中的应用举例 

动态规划的应用范围很广。它用在管理决策方面可解决生产计划、资源分配、存贮、

设备更新、设备可靠性等经常遇到的问题。下面将通过几个例子，说明动态规划方法在

这些管理决策问题中的应用。 

6.4.1生产计划问题 

如果已知某企业所产产品的生产费用、存贮费用和市场的需求量，在其生产能力和

存贮能力许可的前提下，正确确定各个时期的生产量，使既完成交货计划，又使总支出

最少，这显然是一个多阶段决策问题。下面通过例子说明如何用动态规划解决这类生产

计划问题。 

例 6.8 某工厂与用户签订了如表 6-6所示的交货合同，表中数字为月底的交货量。

该厂的生产能力为每月 400件，该厂仓库的存货能力为 300件。已知每百件货物的生产

费用为 1000元，在进行生产的月份，工厂还要支出经常费 4000元，仓库保管费为每百

件货物每月 1000 元。假定开始时及 6 月底交货后无存货，试问应在每个月生产多少件

物品才能既满足交货任务又使总费用最小？（为了便于计算，以 100件为单位来考虑这

个问题。） 

 

 



                      交货任务表                        表 6-6 

月份 1 2 3 4 5 6 

货物量（百件） 1 2 5 3 2 1 

解：为了用动态规划的方法解决这一问题，先分析该问题每月的生产活动。工厂每

月初有某一存货量，从这一存货量出发，工厂需决定这个月的生产量；原来的存货量加

上当月的生产量，应能满足月交货计划的要求；月底按计划交货后，剩下的货物就是下

个月初的存货量。这种过程每月重复一次。 

以每月为一个阶段，共分六个阶段。对每个阶段 i，以月初的存货量为它的状态变

量 ，该月的生产量为其决策变量 ；若以 代表该月底的交货量，则可得状态转移方

程为： 

is ix ik

 iiii kxss −+=+1                            （6-15） 

即，某月初的货物存贮量加上该月的生产量，再减去这个月的交货量，就等于下月初的

货物存贮量。 

现在来确定状态变量和决策变量的取值范围。根据题意，状态变量 必须满足以下

条件： 

is

（1） 由于工厂仓库容量的限制： 

3≤is                                  （6-16） 

（2） 不能超过本月以及后面各月交货量的总和： 

∑
=

≤
6

ij
ji ks                               （6-17） 

（3） 为保证按时交货，月初的存货量加上本月的最大所能生产量不应小于本月的

交货量： 

ji ks ≥+ 4                               （6-18） 

在确定决策变量的取值范围时，应考虑到以下条件： 

（1） 不能超过工厂每月的生产能力： 

4≤ix                                 （6-19） 

（2） 存货量不能超过仓库容量： 

3≤−+ iki ksx                          （6-20） 

（3） 某月所拥有的货物量，不应超过本月及以后各月交货量的总和： 



∑
=

≤+
6

1j
jii ksx                           （6-21） 

（4） 某月所拥有的货物量，应不少于本月的交货量： 

iii ksx ≥+                              （6-22） 

此外，根据状态变量和决策变量的定义，显然有 ， 。 0≥is 0≥ix

由题设，开始时和结束时均无存货，故边界条件 01 =s ， 07 =s 。 

在这个问题中，假定单位货物的生产费和保管费不随阶段而变化。若某个月（阶段）

不生产，则仅需支出保管费；如果进行生产，则除了支出生产费之外，还要支出经常费。

需要注意的是，生产费放在哪个月都一样，并不影响其总值。总生产费等于 

(1+2+5+3+2+1)×10000=140000（元） 

这样一来，在确定最优生产计划时，可不考虑生产费。 

以每月的费用支出（不包括生产费）为阶段指标（阶段损益）d（单位为 1000元），

从而 

i

{ ,4, +== iiii sdsd       
0
0

>

=

i

i

x
x
当

当
                （6-23） 

指标函数为各阶段指标和形式，得基本方程（递推公式）： 

( ) ( )[ ]
( )





=

=+= ++∈

0

1,2,3,4,5,6,min

77

11

sf

isfdsf iiiDxii
ii             （6-24） 

上式中 为阶段 相应状态的决策集合。 id i

下面用逆序递推法进行数量计算。 

                       阶段 6                         表 6-7 

6s  6X  7s  6d  7f  766 fdf +=  

0 1 0 4 0 4+0=4 

1 0 0 1 0 1+0=1 

阶段 6： 

由式（6-17）， 16 ≤s ，从而 ，1；再由06 =s 07 =s 和式（6-15），x ，即66 1 s−= 16 =x ，

0。可以验证，上述结果满足（6-15）至（6-22）各式。阶段收益按式（6-23）计算。

其计算结果列入表 6-7中（在以下各表中将 ( )ii sf 简写为 ）。 if

阶段 5和阶段 6： 



由式（6-17）， ，故∑
=

=+=+≤
6

5
655 312

j
kks 3,2,1,05 =s

∑
=

−≤
6

5
5

j
j sk

55

。然后由（6-21）和（6-22）

求出对应的 。例如，当 时，由式（6-21），x ，

故 所取 0，1，2三个值；再由式（6-22）求得，

5x 15 =s =−+=−+= 5655 2112skk

1125 =5x −=−≥ kx s 5x，即 可取 1，

2，⋯，同时考虑上述两个条件，得 2,15 =x 。用同样的方法，可求出和 的其他值对应

的决策变量 的取值范围，结果见表 6-8。 

5s

5x

阶段收益仍按式（6-23）计算。在计算各状态的值之前，应先找出各情况下对应的

的值，以便弄清其后续状态。计算中所需的后续状态的最优值由上一个表查出。该问

题的计算结果列于表 6-8中。 

6S

对于阶段 4-6、阶段 3-6、阶段 2-6和阶段 1-6等问题，可用与上述类似的方法进

行分析并实行最优化，其数量计算分别列于表 6-9 至表 6-12 中。和前面两步相同，填

入表中的各状态变量和决策变量的数值，应同时满足关系式（6-15）至（6-22）。 

                    阶段 5至 6                       表 6-8 

5s  5X  6s  5d  6f  65 fd +  

0 2 0 4 4 4+4=8 

0 3 1 4 1 4+1=5
* 

1 1 0 5 4 5+4=9 

1 2 1 5 1 5+1=6
* 

2 0 0 2 4 2+4=6
* 

3 1 1 6 1 6+1=7 

3 0 1 3 1 3+1=4
* 

表中*号旁的数字为相应状态的最优值 

                   阶段 4至 6                       表 6-9 

4s  4X  5s  4d  5f  54 fd +  

0 3 0 4 5 4+5=9
* 

 4 1 4 6 4+6=10
 

1 2 0 5 5 5+5=10
* 

 3 1 5 6 5+6=11
 

 4 2 5 6 5+6=11
 



2 1 0 6 5 6+5=11 

 2 1 6 6 6+6=12
 

 3 2 6 6 6+6=12 

 4 3 6 4 6+4=10
* 

3 0 0 3 5 3+5=8
* 

 1 1 7 6 7+6=13 

 2 2 7 6 7+6=13 

 3 3 7 4 7+4=11 

                         阶段 3至 6                      表 6-10 

3s  3X  4s  3d  4f  43 fd +  

1 4 0 5 9 5+9=14
* 

2 3 0 6 9 6+9=15
* 

 4 1 6 10 6+10=16 

3 2 0 7 9 7+9=16
* 

 3 1 7 10 7+10=17 

 4 2 7 10 7+10=17 

                        阶段 2至 6                    表 6-11 

2s  2X  3s  2d  3f  32 fd +  

0 3 1 4 14 4+14=18
* 

 4 2 4 15 4+15=19
 

1 2 1 5 14 5+14=19
* 

 3 2 5 15 5+15=20
 

 4 3 5 16 5+16=21
 

2 1 1 6 14 6+14=20
* 

 2 2 6 15 6+15=21
 

 3 3 6 16 6+16=22 



3 0 1 3 14 3+14=17
* 

 1 2 7 15 7+15=22 

 2 3 7 16 7+16=23 

                          阶段 1至 6                   表 6-12 

1s  1X  2s  1d  2f  21 fd +  

0 1 0 4 18 4+18=22
* 

 2 1 4 19 4+19=23
 

 3 2 4 20 4+20=24 

 4 3 4 17 4+17=21
* 

                            各阶段的最优决策            表 6-13 

月份（阶段） 1 2 3 4 5 6 

最优决策    *X  4 0 4 3 3 0 

最后再求出最优决策序列如表 6-13。求优过程计算相反顺序，由阶段 1 对应的表

6-12开始，按各表逐段求得最优决策 及后一阶段的相应状态 及 。例如，由表

6-12可知，最小费用 （千元），第一阶段（即一月份）的最优决策是 ，即

生产货物 400件。它来自状态 ，由表 6-11知，第二阶段（2月份）的最优决策 ，

即不生产。而相应的 为 3，在表 6-11 中，对应于

*
kx 1+ks *

1+kx

211 =f

2s

4*
1 =x

*
2x32 =s 0=

32 =s 有 ，则 。如此反

复进行即可得到表 6-13。 

0* =2x 13s =

6.4.2资源分配问题 

资源分配问题就是将供应量有限的一种或若干种资源（例如原材料、资金、劳力、

时间、空间、运载能力等）分配给若干个使用者，而使某一目标函数最优。 

假定有某一资源，其数量为 ，需将它分配给 个使用者（或生产活动）而使总收

益最大，若分配给第 i个使用者的数量为 ，且由此产生的收益为 ，则可将这种

问题表示为 

a n

ix ( ii xd = )

( )
1

1

max

0,     1, 2, ,

n

i i
i

n

i
i

i

d x

x a

x i n
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=

  
   
 =
 ≥ =

∑

∑
 



这是一种资源的分配问题，也称一位分配问题。 

为了用动态规划的方法解决这种问题，就需要恰当的规定阶段、状态、决策、阶段

损益和最优损益函数等在此种情况下所代表的意义，并建立状态转移方程和满足递推关

系的动态规划函数方程（即递推公式）。通常以把资源分配给某个或某些使用者（或消

费者）这一过程作为一个阶段。若有 个使用者，则为 阶段问题，我们约定，若将物

品分配给第 个及以后各个使用者，就说过程处于阶段 i，在某一阶段，能投入分配的物

品数量由多有少，这就决定了不同的状态，一般要考察各种可能情况（状态），以便找

出最优的分配数量。 

n n

i

通常以 为阶段 的决策变量。现以 为阶段 i的状态变量，它表示可用于分配给阶

段 （及其以后各阶段）的资源量，显然有 

ix i is

i

ii sx ≤≤0  

在这种问题下，把不同数量的物品分配给某个使用者所产生的损益（阶段损益）往

往是已知的。根据最优性原理，可写出计算最优损益函数值的递推公式： 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]iiiiix

iiiiixii

xsfxd

sfxsdsf

i

i

−+=

+=

+

++

1

11

max

,max
                 （6-26） 

式中， 为阶段 的状态变量。 1+is 1+i

显然                    iii xss −=+1                         （6-27） 

这就使状态转移方程。 

边界条件是：第一阶段的状态变量等于资源总量（将全部资源投入分配）；第 1+n 阶

段的状态变量等于零（将全部资源分配完毕），即 

as =1 ；   01 =+ns  

此外，还有 

( ) ( )nnnn sdsf =                   （6-28） 

若状态变量的取值为离散的，计算和以前的例子类似。若分配量从 0到 连续变化，

为了用计算机计算，需将其离散化，例如将其分为

a

ams =∆∆∆= ,,2,1,0 。这样，共有

个状态所取。分别考虑不同的状态，即可从中选出指标值最优时的分配数量。1+m ∆的

大小应根据计算机容量、计算时间、对最优解要求的精确度等，视具体问题而定。 

例 6.9 某工厂生产 、A B和C三种产品，它们都要使用某种原材料，原材料共计 4

吨，将不同数量的这种原材料分配给各种产品产生的收益，如表 6-14 所示（表中空白

表示这种分配不增加收益），试确定使总收益最大的分配法。 



表 6-14 

原料的分配量 产品种类 

（吨） A B C 

0 0 0 0 

1 10 6 8 

2 17 17 11 

3 20 18  

解：根据上面的说明，将问题分为三个阶段：阶段 1，2和 3；它们分别代表将原材

料分配给产品 、A B、C。显然 41 =s （吨），同时，假定把原材料全部分配，不留作后

用，这样就有 。其状态变量和决策变量的取值范围应和表 6-14相一致，计

算结果列于表 6-15、表 6-16和表 6-17中。 

0=41 = s+sn

表 6-15 

阶段 3s  3X  3d  33 df =  

0 0 0 0 

1 1 8 8 3 

2 2 11 11 

表 6-16 

阶段 2s  2X  2d  223 Xss −=  322 fdf +=

0 0 0 0 0 

1 1 6 0 6+0=6 

 0 0 1 0+8=8
* 

2 2 17 0 17+0=17
* 

 1 6 1 6+8=14 

 0 0 2 0+11=11 

3 3 18 0 
18 

0=18 

 2 17 1 17+8=25
* 

2 

 1 6 2 6+11=17 



 0 0 3 0+11=11 

4 3 18 1 18+8=2
 

 2 17 2 17+11=28
* 

 1 6 3 6+11=17 

 0 0 4 0+11=17 

 

                                                         表 6-17 

1s  1X  1d  112 Xss −= 211 fdf +=   

4 3 20 1 20+8=28 

 2 17 2 17+7=24 

 1 10 3 10+25=35
* 

1 

 0 0 4 0+28=28 

由上述各表可知，最大总收益等于 35，最优决策序列是 ， ， ，

即分配 1吨原料给产品 ，分配 2吨原料给产品

1*
1 =x 2*

2 =x 1*
3 =x

A B，分配 1吨原料给产品C。根据表 6-14，

其总收益等于 10+17+8=35。 

例 6.10  考虑下述两种资源的分配问题 

( ) ( )[ ]











≥

=+
=+

+

且为整数   0,,,
3
3

,,max

2121

21

31

222111

yyxx
yy
xx

yxdyxd

                  （6-38） 

已知使用不同资料生产的收益如表 6-18所示。 

表 6-18 

( )111 , yxd  ( )222 , yxd  

1y  2y

1x  
0 1 2 3 

2x  
0 1 2 3 

0 0 1 5 6 0 0 3 5 6 

1 1 3 6 7 1 2 4 7 8 

2 3 5 7 8 2 3 5 8 9 

3 4 6 8 10 3 4 6 9 10 



解：引入拉格朗日乘子λ，以消去第二个约束，这就得到 

( ) ( ) ( )[ ]









≥

=+
+−+

且为整数   0,,,
3

,,max

2121

31

21222111

yyxx
xx

yyyxdyxd λ
                （6-39） 

其中λ是一个参数。 

在该问题中， 的所有可能选择由下述条件决定： ， ，

， ， ， ，

2121 ,, yyxx 和

02 ≥y 1 ≤y

321 =+ xx 01 ≥x

02 ≥x 01 ≥y 3 32 ≤y 。现令 21 yyu += ( ) (211 , dyx + )2, y21 xdv = 。在

坐标 中画出对应能够与每一可能选择的点（即图 6-11中的小黑点），显然，原来二

维分配问题的最优解对应于图中的点（3，12）。 

uov

现令 

( ) ( ) ( ) cuVyyyxdyxd =−=+−+ λλ 21222111 ,,  

显然，当C和 λ取定时，它代表坐标系 中的一条直路。我们知道，求解问题

（6-39），就是对一固定的

uov

λ寻求满足（6-39）中所列条件的 ，而使C取最

大值。这就相当于在图 6-11 中将斜率固定为

2121 ,, yyxx 和

λ的直线尽量平行上移，使它在通过图中

黑点的情况下在v轴具有最大的截距。为了得到问题（6-38）的解，最终选取的λ应能

和 相适应，显然321 =+ yy 2=λ 满足这个要求。 

图 6-12示出了 21 yyu += 和λ的关系。若把问题（6-38）中的第二个约束条件换成

，则由图 6-11和图 6-12均可看出，在这种情况下，用这种方法求不出最优

解。 

121 =+ yy

 

( ) ( )222111 ,, yxdyxdv +=

21 yyu +=

•

•
•

•

•
•

•
•
•
•
••

•
••

•

2=λ

图 6-11

 



 

yyu +=

λ

•

•

•

•

•

•

•

•

图 6-12
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